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Rikneregler med V-operatorn

Vip+1)=Ve+Vy

Vigy )=¢V<p+sov¢

Via-b)=(a-V)b+ (b-V)a+ax(Vxb)+bx(Vxa)
(
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V- -Vp=Vip= Ay
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V x (Ve)=0
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thbredningen av elektromagnetiska vagor stors ofta av "hinder” av olika slag.

Sadana hinder kan vara hus, regn (vattendroppar), vegetation eller berg.

Dessa vagutbredningsproblem utgor exempel pa s.k. direkta spridningsprob-
lem. Hos ett direkt spridningsproblem &r materialet som vagen fortplantas igenom
kéant, och man vill berdkna de kvantitativa effekterna av spridningen.

Det finns ocksa ett omvént problem, det s.k. inversa spridningsproblemet. Hér
vill man med hjélp av spridningsdata ta reda pa egenskaper hos det material som gav
upphov till spridningen. Det inversa spridningsproblemet har otaliga tillampnings-
omraden. Viktiga sadana finns inom medicinen, ddr man 6nskar avbilda kroppens
inre organ utan kirurgiska ingrepp. Aven inom andra omraden finns stor anvandning
av s.k. icke-forstorande testning av material. Var kunskap om jordens atmosféir och
rymden utanfér har vi till stor del fatt genom att tolka elektromagnetiska vagors
fortplantning genom okénda material. Aven mikroskopiskt anvinds elektromagneti-
ska vagor for att undersoka t.ex. atomers och atomkérnors egenskaper.

Denna kurs utgor en introduktion till nagra av de viktigaste egenskaperna hos
elektromagnetiska vagor och deras véxelverkan med passiva material och spridare.
Kursens syfte ar frimst att ge en teoretisk behandling av dessa spridningsfenomen.
Spridningsteorin &dr viktig inom teorin for passiva antenner, och boken exemplifierar
detta genom en analys av reflektorantenner. Daremot behandlas inte traditionell
antennteori.

Kursen forutsitter vissa kunskaper i grundlaggande elektromagnetisk faltteori,
t.ex. grundkursen i elektromagnetisk féltteori vid vara tekniska hogskolor. Maxwells
faltekvationer forutsitts vara bekanta, liksom grundldggande vektoranalys och rak-
ningar med nabla-operatorn V.

I det forsta kapitlet repeteras de allmédnna ekvationerna for elektromagnetiska
falt—sarskilt specialfallet tidsharmoniska filt. En rad viktiga begrepp som effekt-
transport, aktiva, passiva och forlustfria material definieras, liksom det elektromag-
netiska filtets polarisationstillstand.

De elektromagnetiska féltens representation i volyms- och ytintegraler aterfinns
i kapitel 2. Dessa representationer ligger till grund for analysen av spridningsproble-
men som presenteras i kapitel 3. Kapitel 3 innehaller, forutom definitioner av olika
fundamentala spridningsstorheter, en genomgang av det optiska teoremet, olika kort-
vagsapproximationer samt spridning i langvagsgrédnsen. Spridning mot flera spridare
analyseras i det fall da multipelspridningseffekter kan forsummas. Vidare ges i ett av-
snitt nagra exempel pa numeriska berikningar av spridningsproblem. Spridningsteo-
rin utvecklas sedan vidare i kapitel 4 med anvindning av de sfiriska vektorvagorna

vil
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och genom att explicit 16sa spridning mot sfiriska objekt. Avslutningsvis behandlas
i kapitel 5 nagra enkla inversa spridningsproblem.

Ovningar pa de olika teoriavsnitten finns samlade i slutet av varje kapitel. Mer
krivande dvningar d&r markerade med en stjirna (*). Svar till 6vningarna finns sam-
lade i ett facit i bokens slut. Varje kapitel avslutas med en sammanfattning av
kapitlets viktigaste resultat.

Flera personer har hjélp till vid framstéllningen av denna bok. Jag vill speciellt
framfora ett varm tack till Séren Poulsen for vérdefull assistans vid berdkningar av
reflektorantenndiagrammen.

Denna bok hade troligen aldrig blivit klar utan den uppmuntran jag fatt fran
min familj. Manga helger och sena kvéllar har gatt at till skrivarbete och det trogna
stod jag har fatt av er har varit ovérderligt. Tack Mona-Lisa, Ester och Elias!

Dalby, december 2008

Gerhard Kristensson



Kapitel 1

Grundliaggande ekvationer

magnetiska falt. I ett forsta avsnitt repeteras Maxwells faltekvationer for

allménna tidsberoende filt, randvillkor vid skiljeytor mellan tva material
samt energikonservering. I ett separat avsnitt behandlas tidsharmoniska forlopp dér
bl.a. polarisationsellipsen diskuteras. Kapitlet avslutas med ett avsnitt om de kon-
stitutiva relationerna for isotropa material och klassificeringen i passiva, aktiva och
forlustfria material.

D etta kapitel behandlar kortfattat de grundldggande ekvationerna for elektro-

1.1 Allmanna tidsberoende filt

1.1.1 Maxwells fialtekvationer

Maxwells faltekvationer utgér den grundliggande matematiska modellen for prak-
tiskt taget all teoretisk behandling av makroskopiska elektromagnetiska fenomen.
James Clerk Maxwell publicerade sina beromda ekvationer 1864, och de tester som
utforts sedan dess har givit god experimentell 6verensstimmelse med denna modell.
Forst nar mikroskopiska fenomen skall forklaras maste en mer noggrann teori inforas,
dér dven kvantmekaniska effekter tas med. Det har saledes genom aren byggts upp
ett overvildigande bevismaterial for ekvationernas giltighet i skilda tillampningar.

Maxwells faltekvationer utgor en av grundstenarna vid behandlingen av makro-
skopiska elektromagnetiska vagutbredningsfenomen.! Ekvationerna lyder?

VxE= —88—? (1.1)

oD

'En utforlig hiirledning av dessa makroskopiska ekvationer utgaende fran en mikroskopisk for-
mulering finns att hidmta i G. Russakoff, “A Derivation of the Macroscopic Maxwell Equations,”
Am. J. Phys., 38(10), 1188-1195 (1970).

2Vi kommer genomgaende att anvinda oss av Sl-enheterna (MKSA) for de elektromagnetiska
storheterna.




2 Grundliaggande ekvationer Kapitel 1

Ekvation (1.1) (eller motsvarande integralformulering) brukar bendmnas Faradays
induktionslag , medan ekvation (1.2) ofta bar namnet Ampéres (generaliserade) lag.
De olika ingaende vektorfilten i Maxwells filtekvationer r:®

Elektrisk filtstyrka [V /m]
Magnetisk faltstyrka [A /m)]
Elektrisk flodestithet [As/m?]
Magnetisk flsdestéithet [Vs/m?]
Stromtéthet [A/m?]

“ooDw

Dessa filt &r funktioner av rums- och tidskoordinaterna (r,t). Ofta skriver vi
inte explicit ut dessa variabler for att beteckningarna skall bli enkla. Endast i de
fall dar missforstand kan uppsta eller dér vi sérskilt vill papeka funktionsberoendet
skrivs variablerna ut.

Den elektriska faltstyrkan E och den magnetiska flodestdtheten B definieras
genom kraftverkan pa en laddad partikel genom Lorentz-kraften

F =¢{E+vx B}

dér g ar partikelns laddning och v dess hastighet.

De fria laddningarna i materialet, t.ex. ledningselektroner, beskrivs av strom-
tdatheten J. De bundna laddningarnas bidrag, t.ex. fran elektroner bundna till atom-
kdrnan, ingar i den elektriska flodestétheten D. Vi kommer senare i detta avsnitt att
aterkomma till skillnaderna mellan elektrisk flodestathet D och elektrisk faltstyrka
E | liksom till skillnaderna mellan magnetisk faltstyrka H och magnetisk flodestéthet
B.

Ett annat fundamentalt antagande i elldran dr lagen om laddningens of6rstor-
barhet. Even denna naturlag ar experimentellt mycket noggrant uttestad. Ett sétt
att uttrycka laddningskonserveringen matematiskt dr genom laddningens kontinui-
tetsekvation

9p

VoJt =0 (1.3)

Hér dr p den till stromtétheten J horande laddningstitheten (laddning/volyms-
enhet). p beskriver saledes de fria laddningarnas laddningstéthet.
Vanligen associeras ytterligare tva ekvationer till Maxwells filtekvationer.

V-B=0 :
V-D=p (1.5)

Ekvation (1.4) implicerar avsaknaden av magnetiska punktladdningar och innebér
att det magnetiska flodet dr bevarat. Ekvation (1.5) bar namnet Gauss lag. Dessa

3Dessa bendmningar dverensstimmer med Svensk standard [25]. Andra forekommande beném-
ningar pa H-filtet och D-filtet dr amperevarvstiithet respektive elektriskt forskjutningsfilt [13].
Man ser dven ibland att B-féltet kallas magnetiskt filt. Vi kommer dock att anvinda de namn
som foreslas av Svensk standard eller rétt och slatt skriva E-falt, D-falt, B-falt och H-filt.



Avsnitt 1.1 Allminna tidsberoende filt 3

bada ekvationer kan under lampliga antaganden ses som en konsekvens av ekvation-
erna (1.1), (1.2) och (1.3). Tag namligen divergensen av (1.1) och (1.2). Detta leder
till

0B
Vg =Y
oD
VI + Vs =0

eftersom V - (V x A) = 0. En vixling av deriveringsordningen och anvéndning av
(1.3) ger

oV -B) 0
ot
(V- -D —p) _0
ot
Fran dessa ekvationer foljer att

V-B=fi
V-D-p=f
dér f; och fy &r tva funktioner som ej explicit beror pa tiden ¢ (kan ddremot bero

pa rumskoordinaterna 7). Om filten B, D och p antas vara identiskt noll fore en
fix dndlig tid, dvs

B(r,t)=0
D(r,t)=0
p(’l’,t) =0

for t < 7 for nagot dndligt 7, sa foljer av detta antagande ekvationerna (1.4) och
(1.5). Rent statiska félt eller tidsharmoniska falt uppfyller naturligtvis inte det-
ta antagande, eftersom det inte gar att finna nagon #ndlig tid 7, fore vilken alla
fialt #r noll.* For tidsberoende filt gor vi det rimliga antagandet att filt och ladd-
ningar i en punkt inte existerat i evighet. Ekvationerna (1.1), (1.2) och (1.3) utgor
da en tillracklig uppséttning differentialekvationer fér de elektromagnetiska félten,
stromtéatheten och laddningstétheten.

Maxwells filtekvationer (1.1) och (1.2) &r tillsammans 6 stycken ekvationer—en
for varje vektorkomponent. Om stromtédtheten J &r given, sa innehaller Maxwells
faltekvationer totalt 12 stycken obekanta (4 stycken vektorfalt E, B, D och H). Det
"fattas” saledes 6 stycken ekvationer for att fa lika manga ekvationer som obekanta.
De konstitutiva relationerna ger dessa aterstaende 6 ekvationer.

I vakuum &r den elektriska féltstyrkan E och den elektriska flodestatheten D
parallella. Detsamma géller for den magnetiska flodestatheten B och den magnetiska
faltstyrkan H. Det géller att

4Vi aterkommer till hiirledningen av ekvationerna (1.4) och (1.5) fér tidsharmoniska filt i av-
snitt 1.2.1 pa sidan 13.
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DZEQE
B:/LOH

dér €y och pg dr vakuums dielektricitets- respektive permeabilitetskonstant. Nu-
meriska virden pa dessa konstanter #ir ey &~ 8.854 - 10712 As/Vm och py = 4 -
107" Vs/Am =~ 1.257 - 107% Vs/Am.

Inuti ett material ar skillnaden mellan den elektriska faltstyrkan E och den elekt-
riska flodestédtheten D samt mellan den magnetiska flodestdtheten B och den mag-
netiska faltstyrkan H ett matt pa véxelverkan mellan laddningsbérarna i materialet
och filten. Ofta infors tva nya vektorfalt, polarisationen P och magnetiseringen M,
for att beskriva dessa skillnader mellan falten. De definieras genom

P=D —¢F (1.6)
1

M- —B-H (1.7)
Ho

Vektorfiltet P kan grovt sdgas utgora ett matt pa hur mycket de bundna ladd-
ningarna ar forskjutna i forhallande till sina neutrala opaverkade positioner. Detta
inkluderar bade permanent och inducerad polarisation. Det storsta bidraget till detta
falt harror fran tyngdpunktsforskjutningar hos de positiva och negativa laddnings-
bédrarna i materialet, men dven hogre ordningens effekter bidrar. Pa liknande sétt
utgoér magnetiseringen M ett matt pa de resulterande (bundna) strommarna i ma-
terialet. Even detta filt kan vara av permanent eller inducerad natur.

Att ange ett materials polarisation och magnetisering ér ekvivalent med att ange
de konstitutiva relationerna for materialet och innebér att ytterligare 6 ekvationer
som karakteriserar materialet specificeras.

1.1.2 Randvillkor vid gransytor

I gransskiktet mellan tva material varierar de elektromagnetiska fialten diskontinuer-
ligt pa ett foreskrivet sétt, som &r relaterat till materialens elektriska och magnetiska
egenskaper pa omse sidor om griansytan. Det sitt pa vilket de varierar dr en kon-
sekvens av Maxwells féltekvationer, och hér ges en enkel hérledning av dessa villkor,
som filten maste uppfylla vid gransytan. Endast ytor som &r fixa i tiden (ej i rorelse)
behandlas hér.

Maxwells faltekvationer, sasom de presenterades i avsnitt 1.1.1, forutsatter att de
elektromagnetiska félten &ar differentierbara som funktion av rums- och tidsvariab-
lerna. Vid en grinsyta mellan tva material dr, som redan papekats, falten i allmén-
het diskontinuerliga som funktion av rumskoordinaterna. Darfér behover vi omfor-
mulera dessa ekvationer till en form med mer generell giltighet. Syftet med denna
omskrivning ar att fa ekvationer som giller dven da falten inte ar differentierbara i
alla punkter.
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Figur 1.1: Geometri for integration.

Lat V vara en godtycklig (enkelt sammanhéngande) volym med randyta S och
utatriktad normal 7 i det omrade som vi behandlar, se figur 1.1.
Integrera Maxwells faltekvationer, (1.1)—(1.2) och (1.4)-(1.5), éver volymen V.

fffv-sa--fff 2

JIf e s fff 22
///v Bdo=0

/V//V.MZ J[f o

dér dv ar volymsmattet (dv = dx dy dz).
Foljande tva integrationssatser for vektorfalt &r nu lampliga att anvénda:

// VAdv—/ A-ndS
// VxAdv_//nxAdS

dar A &r ett godtyckligt (kontinuerligt deriverbart) vektorfilt och d.S ytan S':s ytele-
ment. Det férsta sambandet brukar benfimnas divergenssatsen eller Gauss sats® och
det andra en till divergenssatsen analog sats.

Resultatet blir efter en skiftning av derivering m.a.p. tiden ¢ och integration

5Skilj pa Gauss lag, (1.5), och Gauss sats.
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T s

1 — I

Figur 1.2: Grénsyta mellan tva olika material 1 och 2.

(volymen V' ér fix i tiden och vi antar att filten &r tillrackligt reguljara).

//andS———///de (1.8)
//andS ///de-///p@ (1.9)

/ B-7dS =0 (1.10)

/ D-ads= [[[pa (1.11)
S 1%

For ett omrade V dar filten E, B, D och H &r kontinuerligt differentier-
bara dr dessa integralformler helt ekvivalenta med differentialformuleringen i av-
snitt 1.1.1. Denna ekvivalens har vi har visat at ena hallet. 7t det andra hallet gor
man riakningarna bakldnges och utnyttjar att volymen V' kan viljas godtycklig.

Integralformuleringen, (1.8)—(1.11), har emellertid den fordelen att de ingaende
filten inte behover vara differentierbara i rumsvariablerna fér att ha en mening.
I detta avseende &r integralformuleringen mer allmén &n differentialformuleringen
i avsnitt 1.1.1. Falten E, B, D och H, som satisfierar ekvationerna (1.8)—(1.11)
sdgs vara svaga losningar till Maxwells ekvationer, i de fall de inte &r kontinuerligt
differentierbara och differentialekvationerna i avsnitt 1.1.1 saknar mening.

Dessa integralformler tillampas nu pa en speciell volym V', som skér gransytan
mellan tva olika material, se figur 1.2. Normalriktningen n &ar riktad fran mate-
rial 2 in i material 1. Vi antar att de elektromagnetiska filten E, B, D och H
och deras tidsderivator har dndliga virden intill grinsytan fran bada hall. Dessa
gransvéirden betecknas E respektive E5 pa 6mse sidor om gransytan. Griansviardena
pa de 6vriga tre filten betecknas pa liknande séatt med index 1 eller 2. Stromtétheten
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J och laddningstétheten p kan ddremot tillatas anta odndliga viarden, som fallet &r
vid metalliska ytor.® Det visar sig lampligt att infora en ytstrémtithet Jg och en
ytladdningstithet ps enligt foljande gransforfarande:

Js=hd
ps = hp

dér h ar en tjocklek inom vilken laddningarna finns koncentrerade. Denna tjocklek
later vi ga mot noll samtidigt som J och p blir odndligt stora pa ett sadant sétt
att Jg och pg har véldefinierade dndliga vérden i denna gransprocess. Vid detta
gransforfarande antags ytstromtétheten Jg endast ha komponenter parallellt med
gransytan. Hojden pa volymen V' later vi vara denna tjocklek h och arean pa bas-
respektive toppytan ar a, som ér liten jamfort med faltens variation ldangs skiljeytan
och ytans krokning.

Termerna 4 [[[,, Bdv och 4 [[[ D dv gir bada mot noll da h — 0, eftersom
falten B och D och deras tidsderivator antas vara &éndliga vid grinsytan. Vidare
giller att alla bidrag fran sidoytorna (area ~ h) i ytintegralerna i (1.8)—(1.11) gar
mot noll da h — 0. Bidragen fran toppytan (normal n) och basytan (normal —n) &r
proportionella mot arean a, om arean véljs tillrackligt liten och medelvardessatsen
for integraler anvands. Foljande bidrag fran topp- respektive basytan i ytintegralerna
aterstar efter gransévergang h — 0.

nx (Hy— Hjy)| =ahd =adsg
n-(B;—Bjy)|=0

n - (D, — Dy)| = ahp = apg
Forenkla genom att dividera med arean a. Resultatet blir
n X (E1 — Eg) =0

n x (Hl—Hg):JS

’fI, . (B1 - BQ) = 0

n - (D1 — D3) = ps

(1.12)

Dessa randvillkor féreskriver hur de elektromagnetiska félten &r relaterade till
varandra pa omse sidor om grénsytan (normalen n ar riktad fran material 2 in i
material 1). Vi kan formulera dessa randvillkor i text:

e Elektriska faltstyrkans tangentialkomponent &r kontinuerlig 6ver gréansytan.

o Magnetiska féltstyrkans tangentialkomponent ar diskontinuerlig 6ver grans-
ytan. Diskontinuitetens storlek &ar Jg. I det fall ytstromtéatheten ar noll, vilket

SDetta #r naturligtvis en idealisering av en verklighet diir titheten antar mycket stora virden
inom ett makroskopiskt tunt gréinsskikt.
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A Falt
PS{ .
Dn
Bn
\_//\/
Avstand L
mot skiljeytan
| >

Material 2 Material 1

Figur 1.3: Variation av B - nn och D - n vid skiljeytan.

t.ex. intréffar om materialet har #ndlig ledningsférmaga,” dr tangentialkom-
ponenten kontinuerlig 6ver gransytan.

e Magnetiska flodestdthetens normalkomponent ar kontinuerlig 6ver gransytan.

e Elektriska flodestéthetens normalkomponent ér diskontinuerlig 6ver gransytan.
Diskontinuitetens storlek ar pg. I det fall ytladdningstétheten &r noll &r nor-
malkomponenten kontinuerlig éver gransytan.

I figur 1.3 exemplifieras hur normalkomponenterna hos de magnetiska och elekt-
riska flodestdatheterna kan variera vid skiljeytan mellan tva material.

Ett viktigt specialfall, som ofta féorekommer, &r det fall da material 2 &r en
perfekt ledare, som &r en modell av ett material som har ldttrorliga laddningsbérare,
t.ex. flera metaller. I material 2 &r filten noll och vi far fran (1.12)

’fI,XEl:O

fx H, = Jg L.13)
n-B;=0 '
n-Dy = ps

dér Jg och pg dr metallytans ytstromtéathet respektive ytladdningstathet.

1.1.3 Energikonservering och Poyntings sats

Energikonservering visas genom att utga fran Maxwells ekvationer (1.1) och (1.2).

"Detta foljer av antagandet att det elektriska filtet E ir dindligt niira grinsytan, vilket medfor
att Jg = hJ = hoE — 0,da h — 0.
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0B

E—-_2—~

V x oy
oD
H = —
V x J + 5

Multiplicera den forsta ekvationen skaldrt med H och den andra med E samt
subtrahera. Resultatet blir

H (VxE)-E-(VxH)+H- %—?JFE %?JrE-J:O

Dérefter anvénder vi rikneregeln V- (@ x b) =b- (V x a) —a - (V x b) {or att
skriva om detta uttryck.

oB oD

V- (ExH)+H-—+FE-—+FE-J=0
(E x H) + T + Y +
Vi infér Poyntings vektor® S = E x H vilket resulterar i Poyntings sats.
0B oD
V- S+H-—+FE-—+FE-J=0 1.14
M T T (1-14)

Poyntings vektor S anger det elektromagnetiska filtets effektflodestéithet eller
effekttransport per ytenhet i vektorn S:s riktning. Detta ses klarare om vi integre-
rar (1.14) 6ver en volym V| randyta S och utatriktad normal n, se figur 1.1, och
anvander divergenssatsen.

[[fs-ns- [ 55
~—ff a2 522 o [ -1

Termerna tolkas pa foljande sétt:

(1.15)

e Vinstra ledet:
/ / S -ndS
s

ger den totalt utstralade effekten, dvs. energi per tidsenhet, genom ytan S,
buren av det elektromagnetiska faltet.

e Hogra ledet: Effektflodet ut genom ytan S kompenseras av tva bidrag. Den
forsta volymsintegralen i hogra ledet

0
J[f 1 o)

8John Henry Poynting (1852-1914), engelsk fysiker.
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anger den till det elektromagnetiska filtet i V bundna effekten.® Den andra
volymsintegralen
/ / E-Jdv
v

anger arbetet per tidsenhet, dvs. effekten, som det elektriska faltet utrattar pa
de fria laddningsbéararna.

Ekvation (1.15) uttrycker déirfor energibalans.!®

Genom S utstralad effekt + effektforbrukning i V/
= — effekt bunden till det elektromagnetiska féltet

I harledningen ovan antog vi att volymen V inte skar nagon yta dar filten vari-
erade diskontinuerligt, t.ex. en gransyta mellan tva material. Om skiljeytan S &r en
gransyta mellan tva olika material, se figur 1.2, géller att Poyntings vektor i material
1 néra gransytan ar

S 1= FE 1 X H 1

medan Poyntings vektor nédra grinsytan i material 2 &r
SQ = EQ X HQ
Randvillkoren vid gransytan ges av (1.12).

’fLXEl:’fLXEQ
’fLXHl:’fLXHQ—i—JS

Vi skall nu visa att effekten som det elektromagnetiska féaltet transporterar genom
skiljeytan &r kontinuerlig. Med andra ord att

s S S

dér ytan S dr en godtycklig del av griansytan. Notera att enhetsvektorn n &r riktad
fran material 2 in i materialet 1. Den sista ytintegralen anger effektutvecklingen, som
det elektriska féltet utrattar pa de fria laddningsbérarna i skiljeytan. Finns det inga
ytstrommar i gréansytan &r normalkomponenten av Poyntings vektor kontinuerlig
over gransytan och vi far effektkonservering over grinsytan. Det &r egalt vilket
elektriskt falt som ingar i den sista ytintegralen i (1.16), eftersom ytstrommen J g
ar parallell med ytan S och det elektriska féltets tangentialkomponent &r kontinuerlig
vid gransytan, dvs.

/E1~JSdS:/ E, JgdS
S S

9YEffektforbrukningen for att polarisera och magnetisera materialet innefattas i denna term.
0Egentligen effektbalans.
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Vi visar (1.16) lattast genom cyklisk permutation av de ingaende vektorerna och
genom att anvianda randvillkoren.

'fl'Sl:'fL'(ElXHl):Hl'(’ﬁXEl):Hl'(’ﬁXEg)
:—EQ'(’fl,XHl):—Eg'(ﬁXH2+Js)
:'fl'(EQXH2>—E2'JS:’fl'SQ—E2'JS

Integrerar vi detta uttryck over skiljeytan S far vi ekvation (1.16).

1.2 Tidsharmoniska falt

Fouriertransformen (i tiden) av ett vektorfilt, t.ex. det elektriska filtet, E(r,t),
definieras som

E(r,w) :/ E(r,t)e™ dt
med invers transform

1 [~ ~
E(r,t) = %/ E(r,w)e ™ dw

Pa liknande sétt definieras Fouriertransformen av alla de 6vriga tidsberoende vektor-
och skalarfalten. For att undvika klumpiga beteckningar anvénds samma symboler
for det fysikaliska faltet E(r,t), som for det fouriertransformerade filtet E(r,w).
I de allra flesta fall framgar det av sammanhanget om det fysikaliska eller det
fouriertransformerade faltet avses. I tveksamma fall skrivs tidsargumentet ¢ eller
(vinkel-)frekvensen w ut, och pa sa sitt anges vilket filt som asyftas. Notera att det
fysikaliska filtet E(r,t) alltid &r en reell storhet, medan det fouriertransformerade
faltet E(r,w) i allménhet dr komplext.

Eftersom de fysikaliska félten alltid &r reella storheter medfor detta att Fourier-
transformen fér negativa w &r relaterad till Fouriertransformen for positiva w. Att
E-filtet ar reellvért innebér att

/ E(r,w)e ™" dw = {/ E(r,w)e ™! dw}

innebar komplexkonjugering. For reella w géller saledes

*

dar

/ E(r,w)e_mdw:/ E*(r,w)emdw:/ E*(r, —w)e “dw

dér vi i den sista integralen gjort en variabeltransformation w — —w. For reella w
géller darfor att
E(r,w)=E*(r,—w)

Nar det tidsberoende faltet skall konstrueras fran Fouriertransformen racker det
saledes att endast integrera 6ver de icke-negativa frekvenserna. Genom variabelbytet,
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Band Frekvens Vaglingd Tillampning
ELF <3 KH=z > 100 km
VLF 3-30 KHz 100-10 km Navigation
LV 30-300 KH~ 10-1 km Navigation
MV 300-3000 K H z 1000-100 m  Radio
KV (HF) 330 MHz 100-10m  Radio
VHF 30-300 M H~z 10-1m FM, TV
UHF 300-1000 M Hz 100-30 cm Radar, TV, navigation, mobilradio
e 1-30 GH=z 30-1 cm Radar, satellitkommunikation
T 30-300 GH= 10-1 mm Radar

42-79-10" Hz 0.38-0.72 um

Synligt ljus

%Se dven tabell 1.2.

Tabell 1.1: Tabell 6ver elektromagnetiska vagors spektrum.

w — —w, och utnyttjande av villkoret ovan far vi namligen

1 [~ ,
E(r,t) = %/ E(r,w)e ™" dw

1 0 , > ,
= — {/ E(r,w)e ™" dw + / E(r,w)e ™! dw}
27 —0o0 0

1 [e.9]

27 Jo

[‘E*(']"7 w)elwt —+ E(T, C(J)e_ZWt] dw = — Re/ E('I", w)e—zwt dw
T 0

(1.17)

dér Re anger realdelen av det efterkommande komplexa uttrycket, som i detta fall
ar hela integralen. Det ricker saledes att integrera Over de positiva frekvenserna
och att sedan ta realdelen av integralen. Motsvarande villkor géller givetvis for alla
ovriga fouriertransformerade filt som vi anvénder.

Filt med ett rent harmoniskt tidsberoende &r i manga tillampningar speciellt
intressanta, se tabell 1.1. Radartillimpningarnas frekvensband ges i tabell 1.2. Tids-
harmoniska filt har komponenter vars tidsberoende kan skrivas pa formen

cos(wot — @)

Sadana félt far vi 1latt med Fouriertransformen. Tag ndmligen

E(r,w) =

W{é(w —wo) [£E,(r) + YE,(r) + 2E.(r)]

+ 6(w + wo) [EL(r) + YE; (r) + 2E(r)] }

W{(S(w — wp) [ﬁ:\Ex(r)]em(r) + @]Ey(r)\eiﬁ(") + ,%]Ez(r)\e”(’")]

+ d(w + wop) [5(3|Ex(r)\e’m(r) + @]Ey(r)\e’iﬁ(r) + 2|Ez(r)]e’”(")} }
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Band Frekvens GHz

L 1-2
S 2-4
C 4-8
X 8-12

K, 12-18
K 18-27

K, 27-40

millimeterband 40-300

Tabell 1.2: Tabell 6ver radarbandens frekvenser.

dér a(r), 5(r) och v(r) dr komponenternas komplexa argument (fas), wy > 0 och dér
d(w) ar deltafunktionen. Notera att denna transform uppfyller E(r,w) = E*(r, —w),
som ar kravet pa ett reellt falt. Efter invers Fouriertransform far vi det fysikaliska
faltet

I :
E(r,t) = %/ E(r,w)e ™" dw

= {Ci'|EI(’I’)| cos(wot — a(r)) + Y| Ey(r)| cos(wet — B(r))
+ 2|E.(r)| cos(wot — y(r)) }

Rent tidsharmoniska filt far vi ocksa enklare genom att utnyttja endast de posi-
tiva frekvenserna och sedan ta realdelen

E(r,t) = Re {E(r,w)e ™"} (1.18)
Om E(r,w) skrivs som

E(r,w)=aE,(r,w) + yE,(r,w) + 2E,(r,w)
= & B, (r,w)[¢" + g|E,(r,w)|e”") + 2| E.(r,w)|e"™

far vi samma uttryck som ovan (nu utan index pa w).

1.2.1 Maxwells faltekvationer

Ett forsta steg i var analys med tidsharmoniska félt blir att fouriertransformera
Maxwells ekvationer (1.1) och (1.2) (% — —iw)

V x E(r,w) =iwB(r,w) (1.19)
VxH(rw)=J(rw) —iwD(r,w) (1.20)

Det implicita harmoniska tidsberoendet exp{—iwt} ar underforstatt i dessa ekva-
tioner, dvs. de fysikaliska falten &r

E(r,t) = Re {E(r,w)e ™"}
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Samma konvention tillampas alltid fér tidsharmoniska félt. Notera att de elektro-
magnetiska filten E(r,w), B(r,w), D(r,w) och H(r,w), jimte stromtéitheten
J(r,w) i allménhet adr komplexa storheter.

Kontinuitetsekvationen (1.3) blir pa liknande sétt

V- -J(r,w)—iwp(r,w) =0 (1.21)

De tva aterstaende ekvationerna fran avsnitt 1.1.1, (1.4) och (1.5), transformeras
till

V-B(r,w)=0 (1.22)

V. -D(r,w) = p(r,w) (1.23)

Bada dessa ekvationer &r en konsekvens av (1.19) och (1.20) och kontinuitetsekva-
tionen (1.21) (jamfor avsnitt 1.1.1, sidan 3). Tag namligen divergensen pa Maxwells
faltekvationer (1.19) och (1.20) vilket ger (V- (V x A) =0)

iwV - B(r,w) =0
iwV -D(r,w) =V -J(r,w) =iwp(r,w)

Division med iw (férutsatt att w # 0) ger sedan (1.22) och (1.23).

1.2.2 Poyntings sats

I detta avsnitt underscker vi vilka speciella foérhallanden som giller for Poyntings
sats i det fall vi har tidsharmoniska forlopp.
I avsnitt 1.1.3 héarledde vi Poyntings sats, se (1.14) pa sidan 9.

0B(t) ; 0D(t)
ot 0=
Vi har hér valt att undertrycka féltens rumsberoende och endast skriva ut tids-
beroendet t, eftersom vi betraktar en fix rumspunkt .

Ekvationen beskriver effektkonservering och innehaller produkter av falt. Vi ar
hér intresserade av att studera tidsharmoniska falt, och den storhet som da &r av
storst intresse dr tidsmedelvirdet éver en period.!'! Tidsmedelviirdet betecknas med
<-> och for Poyntings sats far vi

V- S(t) + H(t)

+E{)-J(t)=0

<V-St)>+<H(t)- 8g—t(t)> + <E(t)- 61;5(25) >+ <E(t)-J(t)>=0

HTidsmedelvirdet av produkten av tva tidsharmoniska filt fi() och fo(t) fas litt genom att
bilda medelvirdet 6ver en period T = 27 /w.

T T
<A f)> = % /0 O ) dt = % /O Re { fi(w)e~!} Re { fa(w)e=} dt

T
— %/O {fiw)fa(w)e 2™ + fi(w) f5(w)e*™ + fi(w) f3 (W) + fi (W) f2(w)} dt

1 1

= w2 (W) + fi(w) f2(w)} = 5 Re {fiw) fz (w)}



Avsnitt 1.2 Tidsharmoniska falt 15

De olika produkttermerna blir efter medelvérdesbildning

[ <S(t)>= %Re{E(w) « H* ()}

<H(t) - 8g_t(t)>: %Re {iwH(w) - B*(w)}
oD(t) 1 (1.24)
<E(t)- TR Re{iwE(w) - D*(w)}

<E(t) J(t)>= %Re{E(w) T W)}

\

Poyntings sats (effektbalans) for tidsharmoniska filt, medelvardesbildat 6ver en
period, far foljande utseende (<V - S(t)>= V- <S(t)>):

V- <8(1)> +5 Re {iw [H(w) - B'(@) + B() - D*(@)]} +  Re {B(w) - J*(@)} = 0

Av speciellt intresse ér fallet utan strommar, J = 0. Poyntings sats forenklas da
till
1
V- <S(t)> = —3 Re{iw [H(w) - B*(w) + E(w) - D*(w)]}
w

——2{B'(w) Hw) - B) - H'(«) (1.25)

+ E(w)- D'(w) - B(w)" - D(w)}

dér vi anviint Rez = $(z + 2%).

1.2.3 Polarisationsellipsen

Ett tidsharmoniskt félts polarisation kan beskrivas geometriskt. Vi kommer i detta
avsnitt att visa att alla tidsharmoniska filt svinger i ett plan och att filtvektorn
foljer kurvan av en ellips. Framstéllningen i detta avsnitt &r koordinatoberoende,
vilket ar en styrka, eftersom vi da kan analysera ett filts polarisation utan att
referera till nagot specifikt koordinatsystem.

Om vi betraktar det tidsharmoniska féltet E(¢) (rumsberoendet av koordina-
terna r skrivs inte ut i detta avsnitt) i en fix punkt i rummet sa géller att féltets
funktionsberoende av tiden &ar

E(t) = Re {Ege ™"} (1.26)
E ar en konstant komplex vektor (kan bero pa w) vars kartesiska komponenter &r
EO = QA'JEOx + @EOy + 2E()z = £|E0I|6ia + @|E0y’6iﬂ + 2|E02|€m

och a, 8 och v adr komponenternas komplexa argument (fas).

Det forsta vi observerar ar att vektorn E(t) i (1.26) hela tiden ligger i ett fixt
plan i rummet. Vi inser ldtt detta om vi uttrycker den komplexa vektorn Eq i tva
reella vektorer, F, och FE,.

Ey = Ey, +iEy;
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De reella vektorerna Ey, och E,; ar fixa i tiden, och deras explicita form &r

E,, = &|Ey;| cos a + y|Eo,| cos § + 2| Ey,| cosy
Ey;, = z|Ey,|sina + y|Eyy| sin 8 + 2| Eo,|siny

Vektorn E(t) i (1.26) kan nu skrivas
E(t) = Re {(Eor +iEy;) e’m} = E, coswt + Ey,; sinwt (1.27)

vilket medfor att vektorn E(t) ligger i det plan som spénns upp av de reella vektor-
erna FE,, och E, for alla tider ¢. Normalen till detta plan &r

EOT X EOi

n=+—"—
|E07~ X EOi’

forutsatt att Eq, x Ey; # 0. 1 det fall E,, x Ey; = 0, dvs. de tva reella vektorerna
E,, och E,; ér parallella, sa svianger E-filtet ldngs en linje och nagot plan kan inte
definieras.

De reella vektorerna FEg, och Ej;, som spanner upp det plan i vilket vektorn
E(t) svanger, ar i allminhet inte ortogonala mot varann. Det &r dock i manga
sammanhang praktiskt att arbeta med ortogonala vektorer. Vi forsoker déarfor ur
vektorerna F, och Eq; konstruera tva nya reella vektorer, a och b, som &r vinkelréta
mot varann och som spédnner upp samma plan som vektorerna F, och Eg;. Infor
en linjar transformation

a = FEy,cosx + Ey;sin x
b= —F,,sinx + Ey;cosy

dér vinkeln x € [-7/4,7/4] + nn/2, n =0,£1,42, ..., definieras av

Genom denna konstruktion dr a och b ortogonala, ty

a-b=(Ej.cosx+ Eysiny) - (—FEo,siny + Eg; cos x)
=— (|E0T|2 — |E0i|2) sin xy cos x + Ey, - Ey; (cos2 x — sin? X)

1
D) (|E0r‘2 - |E0i’2) sin2x + Ey, - Eg;cos2x =0

enligt definitionen pa vinkeln y.
Vi kan 16sa ut Eq, och E,; ur transformationen ovan. Resultatet blir

Ey,. =acosy —bsiny
Ey;, = asiny + bcos x

dvs.

Ey=E,, +iEq = (acosx — bsiny) +i(asiny + bcosy) = eX(a +ib) (1.28)
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Figur 1.4: Polarisationsellipsen och dess halvaxlar a och b.

Insatt i (1.27) far vi

E(t) = Ey, coswt + Eg;sinwt
= (acos x — bsin x) coswt + (asin x + b cos x) sin wt (1.29)
= a cos(wt — x) + bsin(wt — x)

Vektorerna a och b kan saledes anvéndas som ett ritvinkligt koordinatsystem i
det plan i vilket E-féltet svinger. Vidare ger en jamforelse med ellipsens ekvation i
zy-planet (halvaxlar a och b ldngs z- respektive y-axeln)

T = acos ¢

y =bsin¢
och (1.29) att E-filtet foljer en ellips i det plan som spénns upp av vektorerna a
och b och att dessa vektorer &r ellipsens halvaxlar (bade till riktning och lingd),
se figur 1.4. Fran (1.29) ser vi dessutom att E-filtet dr riktat lings halvaxeln a
da wt = xy + 2nm, och att E-filtet ar riktat ldngs den andra halvaxeln b da wt =
X + 7/2 + 2nm. Vinkeln y anger var pa ellipsen E-filtet ar riktat vid tiden ¢ = 0,

dvs.
E(t=0)=acosx —bsiny

och E-vektorn ror sig langs ellipsen i riktning fran a till b (kortaste véigen). Vek-
torerna a och b beskriver E-vektorns polarisationstillstand fullstandigt, sa nér som
pa fasfaktorn x.

Vi kommer nu att klassificera det tidsharmoniska féaltets polarisationstillstand.
Vektorn E(t), som svanger i ett plan ldngs en elliptisk bana, kan antingen rotera
med- eller moturs. Utan en prefererad riktning i rymden blir omloppsriktningen
ett relativt begrepp, beroende pa vilken sida om svingningsplanet vi betraktar
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ie- (Ey x E}) | Polarisation
=0 Linjar
>0 Hoger elliptisk
<0 Vinster elliptisk

Tabell 1.3: Tabell 6ver ett tidsharmoniskt félts olika polarisationstillstand.

forloppet. Vi kommer att ur det elektromagnetiska féltets effekttransportriktning
definiera en prefererad riktning. Hittills har filtet E(t) varit symbol for vilket god-
tyckligt tidsharmoniskt vektorfalt som helst. Nu betraktar vi speciellt de elektriska
och magnetiska filten, E(t) och H(t), som bada roterar i elliptiska banor i tva, i
allménhet skilda, plan. Motsvarande komplexa faltvektorer betecknar vi

E, = Ey, +iFEy;
H,=H,, +iHy,
Medelvirdet av Poyntings vektor, (1.24) pa sidan 15, ger oss foljande uttryck:

Ey. x Hy, + Ey; x Hy,
2

1
<S(t)>: ERG {EQ X HS} =
Definiera nu en enhetsvektor e, med vilken vi kan klassificera rotationsriktningen
hos polarisationsellipsen.!?

EOT X HO’I’ +E02 X HOi
|Eo, x Ho, + Ey; x H,|

e =

Faltets polarisationstillstand klassificeras nu enligt virdet pa e-komponenten pa
i1Eyx Ey=2E, x Ey; = 2a x b, se tabell 1.3. Féltvektorn roterar antingen moturs
(hogerpolarisation) eller medurs (vénsterpolarisation) i a-b-planet om vi antar att
é pekar mot observatoren.'® Det degenererade fallet da vektorerna Ej, och E,; &r
parallella innebér att faltvektorn ror sig ldngs en linje genom origo, ddrav namnet
lingdr polarisation eller plan polarisation. Den linjira polarisationen kan vi se som
ett specialfall av elliptisk polarisation, dédr en av ellipsens halvaxlar &r noll och
karakteriseras av att Ey x Ej = 0. For hoger (vénster) elliptisk polarisation roterar
faltet moturs (medurs) runt i a-b-planet om é-axeln pekar mot betraktaren, se
figur 1.5.

Ett specialfall av elliptisk polarisation ar sarskilt viktigt. Detta intraffar da ellip-
sen &r en cirkel och vi har i sa fall cirkuldr polarisation. Om polarisationen ar cirkulér

12Vi undantar hiir det rent patologiska fallet da Eg, och H, respektive Eq; och H, #r paral-
lella.

13T den tekniska litteraturen férekommer #ven omvénd definition pa hoger- respektive vénster-
polarisation. Exempel pa omvénd definition &r: Born och Wolf [5], Jackson [15], Stratton [26]
och Van Bladel [29]. Vi anvinder samma definition pa higer- respektive vénster-polarisation som
t.ex. Kong [17], Cheng [8], Cho [10] och Kraus [18]. Var definition éverensstdmmer med IEEE-
standard.
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Hoger
~ _—\ Vinster
E(t)
® €L
L

Figur 1.5: Polarisationsellipsen och definition av hoger- och vénster-polarisation.
Vektorn e, &r enhetsvektorn é:s komponent vinkelrdtt mot planet i vilket E(t)
svanger.

kan kvantitativt avgoras genom att testa om Eq - Eg = 0. Med hjélp av (1.28) och
ortogonaliteten mellan a och b far vi

Eq- Eq = ¢® (a+ib) - (a+ib) = ¢** (|a)* — |b]?)

Polarisationsellipsen &r saledes en cirkel, |a| = |b|, om och endast om E - E, =
0. Rotationsriktningen avgors genom tecknet pa ie - (Ey x Ey). Hoger (vénster)
cirkulér polarisation forkortas ofta RCP (LCP) efter engelskans Right (Left) Circular
Polarization.

1.3 Materialbeskrivning

I detta avsnitt behandlas endast enkla isotropa material med dispersion. Ett isotropt
material har samma (mikroskopiska) egenskaper i alla riktningar. En mer fullstédndig
beskrivning av de konstitutiva relationerna finns t.ex. i Ref. 19.

1.3.1 Konstitutiva relationer

Polarisationen P(r,w) i ett material &r ett matt pa de bundna laddningarnas
jamviktsforskjutningar. I ett isotropt material antar vi att polarisationen P(7,w)
ar proportionell mot det palagda makroskopiska elektriska filtet E(r,w). Pa mot-
svarande sétt antas att materialets magnetisering M &r proportionell mot det mag-
netiska faltet. De grundldggande antagandena &r

{ P(r,w) = exe(r,w)E(r,w)
M (r,w) = Xm(r,w)H(r,w)
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Funktionerna x.(7r,w) och xm(7r,w) beror i allménhet pa r och w och kallas for ma-
terialets elektriska respektive magnetiska susceptibilitetsfunktion. Notera att mate-
rialets isotropa egenskaper dr definierade pa mikroskopisk niva och strider inte mot
att materialets susceptibilitetsfunktioner (makroskopiskt definierade storheter) &r
rumsberoende.

De elektriska respektive magnetiska flodestétheterna D och B blir, se (1.6) och
(1.7) pa sidan 4,

D(r,w) = P(r,w) + ¢E(r,w) = (1 + xe(r,w))E(r,w)
B(r,w) = po(M(r,w) + H(r,w)) = po(l + xm(r,w))H(r,w)

eller

{D(r,w) = ¢oe(r,w) E(r,w) (1.30)

B(r,w) = pop(r,w)H(r,w)

dér vi infort dielektricitetsfunktionen (permittivitetsfunktionen) e(r,w) och permea-
bilitetsfunktionen pu(r,w).

e(r,w) =14 xe(r,w)
p(r,w) =14+ xm(r,w)

Dessa samband kallas for de konstitutiva relationerna for det isotropa materialet.
Materialets makroskopiska elektriska och magnetiska egenskaper beskrivs saledes
av tva funktioner e(r,w) och u(r,w). Notera att funktionerna e(r,w) och pu(r,w)
i allménhet ar komplexvéarda funktioner. Ett material vars dielektricitetsfunktion
e(r,w) eller permeabilitetsfunktion u(7,w) beror pa w kallas ett dispersivt material,
eller att materialet uppvisar dispersion.

I material med lattrorliga laddningsbérare infor vi en ledningsformaga o(r, w)
for att beskriva dessa lattrorliga laddningsbérares dynamik. Stromtatheten J &ar i
denna modell proportionell mot det elektriska filtet, och gar under namnet Ohms
lag.

J(r,w)=o(r,w)E(r,w)

Enheten pa ledningsformagan o dr S/m eller mhos/m. Det &r alltid mojligt att
inkludera dessa effekter av lidttrorliga laddningsbéarare i dielektricitetsfunktionen,
genom att infora ett ny dielektricitetsfunktion e,y.

+1 7
€ny = €gammal + 1——
y ga al weo
Hogerledet 1 Amperes lag (1.20) dr ndmligen
J —iwD = o F — iwepgammal 2 = —twepeny

och
V x H(r,w) = —iwepeny B

V x H(r,w) = 0 E — iwep€gamma B
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blir identiska. Ledningsférmagan innebér saledes ett tillskott till den komplexa di-
elektricitetsfunktionen €gammal-

Exempel 1.1
I detta exempel beskrivs den s.k. Lorentzmodellen eller resonansmodellen. Den &r mycket
anviand som modell for fasta &mnen med bundna laddningsbérare.

Vi antar att materialet bestar av bundna laddningsbérare (vanligtvis elektroner), som
vixelverkar med sina atomkérnor. Atomerna kan vara ordnade i en gitterstruktur, men
behover inte nodvéndigtvis vara det. Amorfa dmnen &r saledes dven ténkbara.

Laddningsbérarna, med laddning ¢ och massa m, antas paverkas av tre olika krafter:

1. En elektrisk kraft F'; = gF fran ett yttre elektriskt filt E.

2. En aterforande harmonisk kraft proportionell mot laddningens forskjutning fran
jamviktsliget, Fy = —mwd(r)r, dir wo(r) > 0 4r den s k harmoniska frekvensen

och r &r laddningens forskjutning fran jimviktslaget.

3. En friktionskraft proportionell mot laddningens hastighet %r, F3 = —mu(r)ir,

di
déar v(r) > 0 &r kollisionsfrekvensen.

Vi antar att rorelsen hos laddningsbédrarna kan beskrivas helt klassiskt med den klas-
siska mekanikens lagar. Newtons andra lag for laddningsbérarna ger

d? d
moaT = Fy + Fy+ F3=qE — mwi(r)r —my(T)%r

eller ,
d d 9 q
ﬁr + V(T')&T’ + LAJO(T)"' = EE

Infor polarisationen P hos materialet definierad genom

P(r,t) = N(r)gqr

dir N(r) &r antalet laddningsbiirare per volymsenhet.! Rérelseekvationen kan nu skrivas
om som ) N2
& P1) o) PG 1) + W) Pty = Y g )
eller med tidsberoendet exp{—iwt}
N 2
—WrP(r,w) —iwv(r)P(r,w) + Wi (r)P(r,w) = (;)q E(r,w) (1.31)
med 16sning
Pl = 2 g
T = wi(r) — w? —iwv(r) e
dér wy(r) = \/%20‘12 ar materialets plasmafrekvens.

Infér nu sambandet mellan polarisation P(7,w) och elektrisk filtstyrka E(r,w).

P(r,w) =D(r,w) — eE(r,w) =€ (e(r,w) — 1) E(r,w)

14Vi antar att denna storhet #r konstant i tiden, vilket #r en approximation.
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Utan yttre elektiskt falt Med yttre elektiskt falt

Figur 1.6: Permanent polariserade molekyler med eller utan yttre elektriskt falt.

och vi kan 16sa ut dielektricitetsfunktionen e(r,w) for Lorentzmodellen. Resultatet blir

) )
e(r,w) =1+ w%(r) —w? —iwr(r)

Exempel 1.2
En modell for viatskor vars molekyler har ett permanent elektriskt dipolmoment p, t.ex.
vatten och olika alkoholer, &r den s.k. Debyemodellen. Denna modell karakteriseras av
att det elektriska dipolmomentet i normalt tillstand &r godtyckligt orienterat, pga. att
molekylerna (eller atomerna) dr oordnad av varmerorelse.

Materialets polarisation P definieras som totalt elektriskt dipolmoment per volymsen-

het, dvs.
Yy
P=1 G
mlfrgo AV

dér summan Over ¢ sker Gver alla molekyler inuti volymen AV. I normalt opaverkat
tillstand d&r P = 0. Polarisationen P forindras pga. tva sinsemellan tdvlande process-

er.

1. En process som striavar efter att linjera upp polarisationen P ldngs ett palagt yttre
elektriskt falt E. Vi antar att tidsfordndringarna i P &r proportionella mot egaE.
Frekvensen o > 0 &r ett matt pa denna fordndring.

2. En process som strivar efter en slumpartad orientering av polarisationen. Om 7 > 0
ar relaxationstiden for denna process antas tidsforédndringarna i P proportionella
mot —%P.

Debyes modell fér molekyler med permanent elektriskt dipolmoment p askadliggors i fig-
ur 1.6. Totalt blir tidsforandringarna i P
d

aP('r,t) = eoa(r)E(r,t) — 7.(174)P(r’t)
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Figur 1.7: Experimentella data pa dielektricitetsfunktionen €(w) som funktion av
frekvensen w for vatten vid 20° i frekvensomradet upp till 50 GHz. (Data &r himtade
fran Cock et al., Br. J. Appl. Phys. 3, 249 (1952), Grant et al., J. Chem. Phys. 26,
156 (1957), Lane et al., Proc. R. Soc. Lond. A213, 400 (1952).)

eller med tidsberoendet exp{—iwt}

—iwP(r,w) = ¢a(r)E(r,w) — T(lr)P(r,w)
med 16sning
_ eoa(r)T(T)
P(r,w) 1= dor(r) E(r,w)

Fran sambandet mellan polarisationen P(r,w) och den elektriska faltstyrkan E(r,w)
P(r,w) = D(r,w) — e E(r,w) =€ (e(r,w) — 1) E(r,w)
kan vi losa ut dielektricitetsfunktionen e(r,w) for Debyemodellen. Resultatet blir

e(rw) =1+ M
1 —iwr(r)

I figur 1.7 visas experimentella data pa dielektricitetsfunktionen fér vatten och en

anpassning till en Debyemodell. Vi har i anpassningen anvint oss av en Debyemodell med

en extra term, €5, for den optiska responsen.

€s — €

1 —wr

€(w) = €00 +

I detta uttryck ar termerna ordnade s att €., &r dielektricitetsfunktionens virde for hoga
frekvenser medan ez dr vérdet for w = 0 (statiska vérdet). Explicita virden som anvénts
i figur 1.7 ar

T=10-10""s

€00 = .27

€s = 80.0
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Figur 1.8: Real- och imaginérdel av dielektricitetsfunktionen for (rent) vatten som
funktion av frekvensen (elektronvolt). 1 eV motsvarar en frekvens pa 2.42 - 1014 Hz
eller en vaglingd pa 1.24 pum. Uppforandet hos dielectricitetsfunktionen for lagre
frekvenser visas i figur 1.7. Det optiska fonstret svarar mot ca. 1.7-3.3 eV och &r
skuggat i den hogra figuren. (Data &r hdmtade fran Hale och Querry, Appl. Optics
12(3), 555 (1973) och Irvine och Pollack, Icarus 8, 324 (1968).)

Motsvarande varden for etanol som ocksa dr en polédr vitska &r:
7=12-10"""s
€0 = 4.4
€s = 25.1

Om vattnet dven har ett saltinnehéll kan vi modifiera modellen genom att ldgga till en

ledningsférméaga o.

€s — € e
(W) = € + ———=

1 —dwr Zweo
Explicit virde pa o for saltvatten d&r 0 = 3-5 S/m, medan for sott vatten giller o =
1073 S/m.

For hogre frekvenser har dielektricitetsfunktionen for vatten ett mer komplicerat ut-
seende och Debyemodellen stammer inte lingre beroende pa att andra processer blir
dominerande. Dielektricitetsfunktionens utseende for hogre frekvenser visas i figur 1.8.

1.3.2 Aktiva, passiva och forlustfria material

I avsnitt 1.2.2 hérledde vi Poyntings sats for tidsharmoniska filt, se (1.25) pa
sidan 15.
Sétt in de konstitutiva relationerna fran ekvation (1.30). Vi far

V- <8(1)>=—  pop () () - H(@) — popu() H(w) - H' ()
+ ee" (W) E(w) - B (w) — eoe(w) E* (w) - E@)} (1.32)

— — 20 me(w) |BW)[? + Im p(w)nd | H (w)[*}
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dér vi infort beteckningen |E(w)]> = E(w) - E*(w) och motsvarande for det mag-
netiska faltet, samt 7y = /po/€o for vagimpedansen i vakuum.

Kvantiteten —V- < S(t)> anger medelviirdet pa den effekt som det elektromag-
netiska féltet avger till materialet per volymsenhet. Vi anvénder denna storhet for
att klassificera materialet.

Aktiva, passiva samt forlustfria material for tidsharmoniska filt definieras nu.

Passivt material om V- A{<S{t)>} <0 w#0
Aktivt material om V- A{<S{t)>} >0 w#0
Forlustfritt material om V- {<S(t)>} =0
for alla falt {E, H} # {0, 0}.
Denna definition har féljande fysikaliska implikationer. En volymsintegrering av

V- <S(t)> 6ver en volym V med randyta S (utatriktad normal n) ger mha. diver-
genssatsen foljande alternativa definitioner:

Passivt material om // <S(t)>ndS <0
S

Aktivt material om // <S(t)>ndS >0
S

Forlustfritt material om // <S(t)>ndS =0
S

Dessa definitioner innebér att i ett passivt material ar alltid utstralad effekt i
medeltal negativ, [[; <S8(t)>-ndS < 0, medan i ett aktivt &r den positiv ge-
nom att elektromagnetisk energi skapas (genom icke-elektromagnetiska kéllor). T ett
forlustfritt material forblir den utstralade effekten 6ver en period noll.

For passiva material maste funktionerna e och p i de konstitutiva relationerna
i (1.30) uppfylla vissa villkor. Fran (1.32) ser vi att ett passivt material implicerar

att
wlme(w) >0
wlmp(w) >0

eftersom félten E(w) och H (w) kan viljas godtyckligt. For positiva w innebér detta

att
{ Ime(w) >0

>0 1.33
Im p(w) >0 “ (1.33)

Pa samma sétt maste funktionerna e och i de konstitutiva relationerna i (1.30)
uppfylla vissa villkor for forlustfria material. Resultatet blir i detta fall
Ime(w) =0
(@) (1.34)
Im p(w) =0
eftersom filten E(w) och H(w) kan véljas godtyckligt. I ett forlustfritt material &r
saledes € och p reella storheter. Notera att detta géller for en specifik frekvens. For
en annan frekvens kan samma material vara passivt eller aktivt.
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1.3.3 Planvagor

I detta avsnitt kommer vi att studera speciella l6sningar till Maxwells faltekvationer i
homogena material som kan skrivas som realdelen av ett komplexvart filt pa formen

E(r,t) =Re {E(k,w)ei(k"r_m)}

dér vektorn k kan tillatas ha komplexa komponenter. Vi kan uttrycka vektorn k i
tva reella vektorer, k' och k" (real- och imaginérdel)

k =k +ik"
Det fysikaliska faltet E(r,t) blir med dessa beteckningar

B(r,1) = Re { B(k,w)e ¥ et me0 ]
= &[E,|e™"" cos(6 + ) + g|E,le" " cos(0 + ) (1.35)
+ 2|E.|le*"" cos (6 + )

dar fasen 6 och den komplexa vektorn E(k,w) &r

0=k -r—uwt
{ E(k,w) = 2FE, + §E, + 2F, = &|E,|e™ + §|E,|e” + 2|E,|e"
Losningar till Maxwells féltekvationer vilkas rums- och tidsberoende dr av typen
pilkr—wt)
kallas plana vagor. Beteckningen plana vagor kommer av att alla punkter i rummet

som uppfyller
K - r = konstant

definierar ett plan i tre dimensioner med normalriktning K=K /K, dar K &r en
reell vektor med ldngd K. Fran ekvation (1.35) foljer att

k" -r = konstant

definierar ett plan pa vilket vagen har konstant amplitud, och k" dr vinkelrit mot
detta plan.!®> Den plana vagen ddmpas exponentiellt i k”:s riktning, medan den
véxer exponentiellt i motsatt riktning. Pa samma sétt definierar

k' - r = konstant

ett plan pa vilket fasen dr konstant och k' ar vinkelréit mot detta plan. Om vektorerna
k' och k" #r parallella och riktade at samma hall, sammanfaller plan med konstant
amplitud och fas, och den plana vagen kallas homogen, vilket d&ven inkluderar fallet
k" = 0. I annat fall kallas den plana vagen inhomogen.

5 Med amplitud hos den plana vigen menar vi hir amplituden pa den komplexa vektorn
E(k,w)e *"".
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En rad definitioner visar sig nu lampligt att infora. Vektorn k kallas vagens
vagvektor eller k-vektor. Lingden pa k-vektorns real- och imaginirdelar betecknar
vi k' = |K'| respektive k” = |k"|. For plana homogena vagor (vektorerna k' och k”
parallella och riktade at samma hall) anvéinder vi beteckningen k = k' + ik” och for
dessa vagor géller

k= kk = k(K + ik")
dér k &r k' och k":s gemensamma enhetsvektor. Det komplexa talet k kallas vagens
vagtal. Notera att med denna definition pa homogena plana vagor sa ér bade k' och
k" icke-negativa reella storheter.

Lat r vara avstandet fran origo till ett plan med konstant fas vid en viss tid ¢.
Vid en senare tidpunkt ¢ 4+ At &r avstandet till detta plan r+ Ar, och vi har f6ljande

samband:
E'r—wt =k (r+ Ar) —w(t+ At)

vilket betyder att plan med konstant fas utbreder sig i vektorn k':s riktning med en

hastighet v definierad av
Ar  w

SN T
Hastigheten v kallas den plana vagens fashastighet.
Plan k' - r = konstant som ir separerade med avstandet A, dir A = 27 /K, har
ocksa samma falt vid en given tidpunkt, ty

expi [k (14 Ak, ) —wt] = e expi [k v — wi] = expi [K 7 — wi]

Avstandet A kallas den plana vagens wvdglingd. Vagen utbreder sig saledes i k'-
vektorns riktning med hastigheten v, frekvensen w/27 och vagliangden 27/k’. Den
plana vagens ddmpning bestdms, som vi sett, av k”-vektorns riktning och storlek.

Inférandet av planvagslosningar forenklar Maxwells faltekvationer hogst vésent-
ligt, eftersom de partiella derivatorna m.a.p. rumsvariablerna r 6vergar i algebraiska
uttryck. Maxwells faltekvationer for plana, tidsharmoniska vagor, i fallet utan kéallor
J =0, se (1.19) och (1.20), blir

k x E(k,w) =wB(k,w) (1.36)
k x H(k,w) = —wD(k,w) (1.37)

ty V x E(r,t) — ik x E(k,w)expilk-r — wt] och pa liknande sitt for V x H.

Genom Maxwells féltekvationer och materialets konstitutiva relationer far vi
villkor pa vilka vagvektorer som &r tillatna eller mojliga. Vagvektorns funktions-
beroende av (vinkel-)frekvensen w bestdms saledes av materialet. I ett homogent
isotropt material, se (1.30), géller

{ D(r,w) = eoe(w) E(r,w)
B(’I“, w) = MOPJ(W)H<T7 w)
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Vi far omedelbart fran dessa konstitutiva relationer samt Maxwells faltekvationer,
(1.36) och (1.37), att

kx (kx E)=wkx B=uwupk x H=—wpouD
2
= —weuoepn B = —w—QeuE
&0

Vinstra ledet i denna ekvation kan skrivas om mha. BAC-CAB-regeln, som &ven
géller for komplexa vektorer. Resultatet blir

kx(kxE)=k(k E)—E(k- k)= —E(k-k)

eftersom k - E = 0 for isotropa material (foljer av de konstitutiva relationerna och
(1.37)). Vagvektorn k maste darfor uppfylla

eller om vi utvecklar skaldrprodukten (k = k' + ik")

2
w
E' -k — K- E"+ 2k K = —ep
0}
Notera att € och p i allménhet dr komplexa funktioner av w. Detta ar den s.k. disper-
sionsekvationen for ett isotropt material. Om den plana vagen dr homogen, dvs. k =
(k' +ik" )k, sa forenklas dispersionsekvationen till

2

k'/2 B k//2 + 2%k K" = QC}_QE/L
0

eller
F(w) + ik (@) = = (elwhu())”

dér grenen av den komplexa kvadratroten ar vald sa att dess imaginérdel &r positiv.
Om det isotropa materialet dr forlustfritt, dvs. € och p &r reella kvantiteter (se
(1.34)), &r k" = 0 och vagen utbreder sig utan ddmpning i materialet.

Ofta anvinds beteckningen brytningsindex n(w) definierat av

co cok' (w)

n(w) = v(w) w

I exemplet ovan med forlustfria, isotropa material &ar
n(w) = Ve(w)u(w)

Vi avslutar med att uttrycka sambanden mellan elektriska och magnetiska falt
i ett homogent, isotropt material genom att anvénda de konstitutiva relationerna,
samt (1.36) och (1.37). Vi far

E=—nnkx H
{ o (1.38)
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dar vagimpededansen for vakuum ar 79 = \/0/ €0 och materialets relativa impedans

n = +/p/e. Vidare géller for effekttransporten av plana homogena vagor, k = k:lgz, i
ett isotropt material att

1 1 1 . k
P=_-Re{ExH' '=—Re —Ex(kxE"),=—"—-
Re b= o {n* ( >}

1.4 Koherens och polarisationsgrad

Vi har hittills analyserat strikt monokromatiska falt, dvs. tidsharmoniska falt med
fix vinkelfrekvens w. Vagen for ett monokromatiskt félt har oéndlig utstrickning i
rummet och i tiden. I avsnitt 1.2.3 visade vi att faltvektorn for ett monokromatiskt
falt ror sig i ett fixt plan lings en elliptisk bana, den s.k. polarisationsellipsen. I
realiteten har alla félt dndlig utstrackning i tiden, och dérmed &ar de inte fullstandigt
monokromatiska, utan en blandning av flera frekvenser. Dessutom férekommer ofta
en blandning av olika polarisationtillstand. Denna situation &r speciellt vanlig da vi
utnyttjar naturliga stralningskéllor, t.ex. radioastronomiska kéllor eller solljus.

Det allménna uttrycket for ett icke-tidsharmoniskt falt ges av (1.17) pa sidan 12.

1 °° .
E(r,t) = —Re E(r,w)e ™" dw
T 0

Vi ar hér intresserade av filt som &r ndstan monokromatiska, vilket innebéar att
faltets spektrum, E(7,w), har en véldefinierad medelfrekvens @ > 0 och halvvér-
desbredd Aw > 0, och att

A
E(rw) ~0, |w—a|> 7“’

samt att Aw/w < 1. Exempel pa en vag med tillhérande frekvensspektrum ges
i figur 1.9. Frekvensbredden ger upphov till tva nya begrepp, koherenstid 7 och
koherensléngd [, definierade av

2w I 27'('60
= — = — = (

Aw’ Aw or
Koherensldngden [ dr av samma storleksordning som vagens léngd.

Vi gor en modell av dessa icke-monokromatiska blandningsfélt, och infor ett falt
definierat genom,'® jamfor (1.17) och (1.18)

E(t) =Re{E,(t)e ™"}

T

dar den komplexvérda, tidsberoende vektorn E(t) definieras av

1 o0 )
Eyt) = eZ”t—/ E(w)e ™" dw
™ Jo

6Det kvasi-monokromatiska filtet analyseras i en fix punkt i rummet, varfor allt rumsberoende
hos faltet &r av underordnad betydelse och skrivs ej ut.
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E(t) [E(w)]

f
w

Figur 1.9: Exempel pa vag och motsvarande frekvensspektrum och halvvérdes-
bredd Aw.

Vi kallar detta filt kvasi-monokromatiskt om antagandena for E(w) ovan géller.
Er vektorn E(t) oberoende av tiden har vi det tidigare fallet med fullstéindigt
monokromatiskt falt, se avsnitt 1.2.

Variationen hos den komplexvirda vektorn E(t) ar langsam under ett tidsin-
tervall 27 /@w. Vi ser detta genom att Fouriertransformera den komlexvérda vektorn

Eo(t).
[e’) ) 1 [e'e) o) ) ~ ,
/ Eo(t)ezwt dt = _/ / E(w/)ez(w—i—w—w )t dwl dt = 2E(w + J))
—00 T J_xJo

Enligt antagandet pa féltets spektrum ser vi att Fouriertransformen av Ey(t) &r
forsumbar utanfor ett frekvensintervall [—Aw/2, Aw/2], och eftersom Aw/w < 1 &r
E(t) langsamt varierade under ett tidsintervall 27 /.

I kartesiska komponenter, é; och éq, ar Ey(t)

EO(t) = élE()l(t) + é2E02<t) = é1|E01<t>|eiCM(t) + é2|E02(t)|e’L,8(t)

och «(t) och ((t) d& komponenternas komplexa argument (fas), som kan bero pa
tiden. Vi antar hér att det kvasi-monokromatiska faltet svianger i ett fixt plan,
é1-éx-planet. Detta visades vara fallet for ett fullstéindigt monokromatiskt falt (E,
oberoende av tiden) i avsnitt 1.2. For ett kvasi-monokromatiskt félt &r detta ett
antagande.

Ett kvasi-monokromatiskt filts egenskaper undersoker vi lampligast genom att
studera dess egenskaper ldangs en fix riktning. Faltets projektion ldngs en riktning e
ges av

e-E(t)
Vi parametriserar riktningen e med vinkeln 6, se figur 1.10. Representationen &r
explicit
é=é;cosf + ey’ sinf (1.40)
dér vi fort in en fasvinkel §, som retarderar és-komponentens fas med vinkeln ¢ jam-
fort med fasen hos filtets e;-komponent. Experimentellt kan man astadkomma en
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Figur 1.10: Intensitetsmétning lings en fix riktning 6.

projektion langs en fix riktning mha. en polarisator, och retardationen kan realiseras
med en s.k. retardationsplatta. Notera att € dr en komplex vektor, men att €-&* = 1.
Endast om 6 = 0 ar é en reell vektor.

Intensiteten hos faltet med en polarisator riktad langs en riktning e, definierad
av (1.40), dr proportionell mot den reella storheten 1(6,6) definierad av'?

1(0,8) =<(& - Eo(t))(é - Eo(t))" >=<|é - Eo(t)*> (1.41)

Medelvirdet av tva komplexa storheter f;(t) och fy(t) 6ver ett tidsintervall 7" ges

av
T/

<h0h0>= g5 [ AOAD

Tiden T" antas vara lang jamfort med féltets variationer.
Definiera 2 x 2 koherensmatrisen [J| genom

~(Jun Ji2\ | [(<Eoi(t)Eoi(t)> <Ep(t)Eos(t)>
7= (Jm J22) B <<Eoz(t)E0’{(t)> <E02(t)E0’2‘(t)>> (1.42)

Med hjélp av rad- och kolonnvektorer kan vi skriva koherensmatrisen som (Her-
mitekonjugering anges med ”dolktecknet” (7))

.|_
E01(t)> (Em(t)) (Em(t))
J] =< Eo ()" Eoo(t)") >=< >
=< (onty) o Emior)==<(2(0) (20
dédr vi med tidsmedelvirdet av en matris [A] menar en matris vars element ar tids-
medelvirdet av matrisen [A]:s element. Koherensmatrisen kvantifierar tidskorrela-

tionen mellan de olika kartesiska komponenterna av det elektriska faltet. Diagonalele-
menten Ji; och Joy &r positiva, reella storheter, medan Ji5 och Jy; dr komplexa tal.

1T avsnitt 1.3.3, (1.39), visade vi att intensiteten for plana vagor ér proportionell mot kvadraten
pa det elektriska filtet.
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Notera att matrisen [J] &r Hermitesk, [J] = [J]", eftersom
Jia =<Eo1(t) Eos(t) >"=<Epy(t) Eoy (1) >= Ja

Schwartz olikhet for integraler pa de icke-diagonala elementen i koherensmatrisen
ger att

|J12] = |<Eo1 (1) Eo3(t)>] < \/<|E01(t)|2>\/<|E02(t)|2> =V Ji1 2
Matrisen [J]:s determinant dr dérfor alltid icke-negativ.
det [J] = JirJoz — JioJor = JirJoo — [ Ji2|* > 0

Féltets totala intensitet, se (1.39), dr proportionell mot summan av diagonalele-
menten i koherensmatrisen, dvs. sparet av koherensmatrisen

Tr [J] = Jiu + Joo =<|Eo, (t)]*> + <|Eny(t)|*>=<|Eo(t)[*>

Intensiteten ldngs en i tiden fix riktning e, se (1.40), ges av (1.41), och detta uttryck
skriver vi om mha. koherensmatrisen [J]. Resultatet &r

1(6,8) = Jy1 cos® 0 + Jyg sin® @ + Jize ™ cos 0sin 6 + Jy1e® cos O sin 6
= Jy1 cos? 0 + Jyp sin? 0 + 2 Re(Jue_i‘S) cos @ sin 6

eftersom .Jio = J3,. For att se hur denna storhet varierar som funktion av vinkeln 6
skriver vi om uttrycket.

1(0,6) = = (J11 + Ja2) + R cos(20 — ) (1.43)

<|Eo(t)*>

N —

1 .
R=5\/(Ji = J)* + (2Re(Jroe—))’
_ 2Re(J12e7?)

tana =
Ji1 — Jao

Fran dessa uttryck ser vi att intensiteten (6, §) varierar, som funktion av vinklarna
0 och §, mellan'®

1
(Ji1 + J22) — Ruax < 1(6,0) < 3 (Ji1 + J22) + Rumax

N | —

8Detta resultat kan ocksa fas genom att skriva om intensiteten I(6,§) pa matrisform.

. J Ji2e7®\ [cosf
1(9,6) = (cos@ sinb) (ngleli‘s 1?]22 > <sin9>

Matrisens tva egenvirden, A = % (J11 + J22) £ Rimax, ger storsta och minsta vérdet hos intensiteten.
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dar

Ji + J22)2

Storheten R,.. utgor ett matt pa intensitetens variation da vinklarna 6 och o
varierar. Det visar sig limpligt att definiera en dimensionslos storhet som kvantifierar
denna variation. Infér polarisationsgraden P definierad genom

1 1 4det|J
Riyax = 5\/(J11 — J22)2 + 4] J12|2 = 5 (Ji1 + Ja2) \/1 — ( J]

o [max - Imin o 2Rmax
B Imax + [min B Jll + J22

:\/1_ ddet () [ 4det[]]
(Ji1 + Ja)? (<|E0(z€)]2>)2

Denna kvantitet kan variera mellan 0 och 1, eftersom den antar sitt minsta vérde
da Iax = I och ar maximal da I,;, = 0. Vi har darfor att

P e|0,1]

1.4.1 Opolariserat falt

Det elektromagnetiska faltet fran manga naturliga kéllor dr opolariserat eller natur-
ligt, vilket innebér att intensiteten I(6,6) ar lika stor i alla riktningar e, dvs. den
ar oberoende av vinkeln 6 och retardationen 0. Detta innebér att storheten R, ar
noll for alla vinklar 9, vilket medfor

Ji1 = Jaz
Jiz=1Jn =0
Koherensmatrisen for opolariserade félt far salunda foljande utseende:

a- (i 0)-SEE(Y)

eftersom <|E(t)]*>= Jy1 + Jag = 2J11.
Determinanten av koherensmatrisen blir for opolariserade félt

det [J] = JiiJay — Jiodor = |Jn]? =

<|Ey(t)]*>>2
LG

och polarisationsgraden for ett opolariserat filt blir

P:\/l— Adet [J] 2 :\/1— 4det[J2] 0
(Ji1 + Ja2) <[|Eo(t)[">2
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1.4.2 Fullstiandigt polariserat filt

Den andra ytterligheten utgor ett monokromatiskt falt. Den komplexa vektorn E,
ar da konstant i tiden och koherensmatrisens element ar

E’(‘)lE’Oi< EOlE();)
J| = : < 1.45
] (Eoonl EooEo} (1.45)

Notera att tidsmedelvardena nu forsvunnit.
Determinanten pa koherensmatrisen blir

det [J] = ‘E01’2 ’Eoz|2 — Eo1EogsEgaEg] =0

Polarisationsgraden for ett fullstdndigt polariserat falt blir salunda

4det [J
pP— 1_8—”2:1
(Ji1 + J22)

1.4.3 Allmén polarisationsgrad

De tva ytterligheterna av polarisationsgraden, opolariserat respektive fullstandigt
polariserat falt, karakteriseras, som vi sett, av koherensmatriser av féljande form:

Toa= (5 1) = (5 0)

dér A, B och C &r icke-negativa reella tal, A > 0, B > 0, C' > 0, och D ett komplext
tal, sadana att BC — DD* = 0.

Vi kommer nu att visa att varje koherensmatris [J] entydigt kan skrivas som en
summa av ett opolariserat och ett fullstandigt polariserat falt, dvs.

_(Ju Ji) (A0 B D\
= (J21 J22) N (0 A) + (D* C) - [J]Opol + [J]pol
Vi visar detta genom att explicit berdkna matriselementen A, B, C och D. Foljande
samband géller:

Ji1=A+B
Jpo =D
Joy = D*
Jy=A+C

Eliminera med dessa samband B och C' ur BC — DD* = 0. Vi far
(JH — A)(JQQ — A) — J12Jik2 =0

De tva rotterna till denna andragradsekvation i A &r

1
A= = (i + Joy) + 5\/(J11 + JTa)? — 4det [7]

N —
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dér det [J] = Jy1Jo2 — J12J}5. Bada dessa rotter ar reella och positiva, eftersom

1
det [J] = Ji1 oy — |Ji2|* < Ji1dag < 1 (Jin + J22)2

Den senare olikheten visas ldtt genom kvadratkomplettering. Endast en av dessa
rotter ger positiva viarden pa B och C. Losningen pa den unika uppdelningen blir
saledes

( 1 1
A = 5 (Jll + J22) - 5\/(]11 + J22)2 — 4det [J]
1 1
B = 5 (Jll - J22) + 5\/(:]11 + J22)2 — 4d€t [J]
1 1
= 5 (J22 - Jn) + 5\/(J11 + J22)2 — 4 det [J]
\ D= J12

Med hjélp av denna uppdelning far vi ytterligare ett sétt att definiera polarisations-
graden P pa. Intensiteten hos matrisen [J ]pol ges av summan av diagonalelementen.

Tt 3], = B+ C =/ (Ji1 + J)* — ddet [J]

Kvoten Tr [J] ., /Tr [J] blir

. pol _ 4det [J]
"= TeJ] \/ (Ji1 + Ja2)?

vilket Overensstdmmer med var tidigare definition av polarisationsgraden P. Detta
uttryck visar att polarisationsgraden P for ett allmént kvasi-monokromatiskt falt
ges av kvoten mellan intensiteten for den fullstindigt polariserade delen, [J]_ ;. och
hela féltets intensitet.

pol”

1.4.4 Stokes-parametrarna

Intimt sammankopplat med polarisationstillstandet hos ett tidsharmoniskt eller ett
kvasi-monokromatiskt sviingande elektromagnetiskt filt #r Stokes-parametrarna'®
si,t=0,1,2,3. I detta avsnitt definierar vi dessa parametrar fér ett monokromatiskt
eller kvasi-monokromatiskt falt.
Stokes-parametrarna, vilka ar reella tal, definieras enklast genom koherensmat-

risens komponenter.

so = Ju + Joz

s1 = Jin — Joo

So = J12 + J21 = 2Re J12

s3 =1 (Jog — J12) = 2Im Jyo

(1.46)

90fta forekommande beteckningar pd dessa parametrar #r I, Q, U och V, definierade si att
I =50, Q@ =51, U =389 0och V= s3. Dessa parametrar introducerades av G. G. Stokes ar 1852 for
att beskriva ljus som inte var fullstéindigt polariserat.
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Eftersom koherensmatrisens element &r definierade mha. intensitetsmétningar
1(0,6) lings vissa riktningar 6 och med viss retardation 4, kan Stokes-parametrarna
uppmaétas experimentellt med polarisator och retardationsplatta. Sambandet mellan
storheterna ges av, se 6vning 1.8

so = 1(0,0) + I(7/2,0)
sy =1(0,0) — I(m/2,0)
sy = I(m/4,0) — I(37/4,0)
sy =I(m/4,7/2) — I(3r/4,7/2)
Fran uttrycken pa parametrarna s;, ¢ = 0, 1,2, 3, (1.46), finner vi att

Sl + 32 + 33 (Jll - J22) (le + J21) - (J12 - J21)2 == (Jll + J22)2 — 4det [J]

och vi har skapat oss ytterligare ett sidtt att uttrycka polarisationsgraden P pa,

néamligen
p_ 82+ 83+ 53
S0

I avsnitt 1.4.3 fann vi att ett allmént polarisationstillstand entydigt kan uppde-
las i en summa av ett opolariserat tillstand, P = 0, och ett fullstdndigt polariser-
at tillstand, P = 1. Fér det opolariserade tillstandet géller att sy =< |Eo(t)]* >
och s; = 0, i = 1,2,3. Det fullstindigt polariserade tillstandet kan ges en ge-
ometrisk tolkning, i den s.k. Poincaré-sfiaren, se avsnitt 1.4.5. Innan vi gér denna
tolkning skriver vi om det fullstdndigt polariserade filtets representation i Stokes-
parametrarna. Stokes-parametrarna for ett fullstéindigt polariserat falt blir, se (1.45)

so = | Eo1|* + | Eoa|?
= |Eo1|* — | Eoa|”

55 = 2 Re Ey, Fo’

55 = 2Tm Eoy Eo}

(1.47)

dar tidsmedelviardena saknas eftersom FE, dr oberoende av tiden. I avsnitt 1.2.3
analyserades ett godtyckligt monokromatiskt elektromagnetiskt filts polarisations-
tillstand, och vi fann att det definierades entydigt av den komplexa vektorn Ey, se
(1.26) pa sidan 15. Den fysikaliska tidsharmoniska vektorn, E(t), ror sig langs en
ellips i ett fixt plan, som vi liksom tidigare véljer till e;-és-planet. I avsnitt 1.2.3
inférde vi tva reella vektorer a och b som var vinkelrdta mot varann, dvs. a-b = 0.
Dessa vektorer var halvaxlarna i polarisationsellipsen. Léngden pa ellipsens bada
halvaxlar betecknar vi @ = |a| och b = |b| och ellipsens lutning beskrivs av vinkeln v
(vinkeln mellan é;-riktningen och a), se figur 1.11. Sambandet mellan den komplexa
vektorn Ej och vektorerna a och b ges av (1.28) pa sidan 16.

EO = €ix(a + Zb)

Sambandet mellan de kartesiska komponenterna Ejy;, ¢ = 1,2 och vektorerna a
och b &r

Eo, = eX(acosy F ibsin )
Eoy = eX(asin £ ibcos )
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Figur 1.11: Polarisationsellipsen och definition av lutningsvinkeln .

dér plustecknet giller om vektorerna a och b ligger som i figuren 1.11, medan mi-
nustecknet géller om vektorn b har motsatt riktning.

Stokes-parametrarna s;, i = 0, 1,2, 3 for det fullstdndigt polariserade tillstandet
kan nu omskrivas mha. (1.47).

So = (l2 + b2
s1 = (a2 — b2) cos 21

1.48
Sg = (a2 — b2) sin 29 ( )
s3 = F2ab
Alla dessa parametrar ér inte oberoende. Man visar lédtt att
S8 =51 +s5+ 53 (1.49)

Tva av Stokes-parametrar &r invarianter, dvs. de &r inte relaterade till nagot
speciellt koordinatsystem. Man kan visa att (se 6vning 1.9)

so = |a|* + |b]* = |Eo|* = a* +V?
s34+ 53 = (la* + |b)? — 4]a x b]* = (a® — 1?)°
s3=—2é-(axb)=—ie- (Eyx E})

dédr € = e; x es. Vi ser nu direkt att ssz:s tecken avgor om faltet dr hoger- eller
vénsterpolariserat, se tabell 1.3 pa sidan 18. Ett negativt (positivt) viarde ger hoger-
polarisation (vénsterpolarisation).

1.4.5 Poincaré-sfiaren

Stokes-parametrarna, som definierades i ekvation (1.48), kan for ett fullstéindigt
polariserat félt representeras geometriskt genom att definiera en tredimensionell
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S0

Figur 1.12: Poincaré-sfaren.

vektor (s1, $2,s3). Sambandet (1.49) visar att denna vektor ligger pa en sfir med
radie sg. De sfiriska vinklarna for denna vektor &r relaterade till ellipsens lutning och
polarisation. Azimutvinkeln for vektorn (si, sq,s3) ar 21 och vinkeln 2y definieras

genom
, S3 2e-(axb) 2ab
sin2y = — = — =
X S0 a? + b? :FCL2+b2
Notera att vinkeln 7/2 — 2y &r polvinkeln for vektorn, se figur 1.12.

Genom denna geometriska tolkning av Stokes-parametrarna ser vi att den 6vre
(nedre) delen av sfiren svarar mot ett vénsterelliptiskt (hogerelliptiskt) polariserat
falt. Ekvatorn xy = 0 svarar mot ett linjarpolariserat filt. Polerna svarar mot LCP
eller RCP (nord- respektive sydpolen). Denna geometriska tolkning har stort vérde

vid utvarderingen av ett falts polarisationstillstand.

Ovningar till kapitel 1

1.1 Det elektriska filtet i en punkt i rummet ges av
E(t) = ejacoswt + éabsinwt

dér a och b ar positiva, reella tal. Analysera polarisationstillstandet hos detta filt
om < S(t)> antas vara riktad lings é3 = €1 x éy. Vi forutsiitter att 1L és.



Ovningar 39

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7
1.8

1.9

Det elektriska faltet i en punkt i rummet ges av
E(t) = a(é; coswt + ég cos(wt — m/4))

dér a Ar ett positivt, reellt tal. Analysera polarisationstillstandet hos detta falt om
< S(t)> antas vara riktad lings és = é; x éq. Vi forutsitter att é; L és.

Lat A vara en komplex vektor och k vagvektorn for en homogen planvag, dvs.
A=A +iA"
k= (K +ik")k

Om A och k uppfyller A -k = 0, visa att vektorn A:s real- och imaginérdel ar
vinkelridta mot k, dvs.

Finn tva komplexa vektorer A och B sa att A- B =0 och
A B #0
A// . B// # 0
diar A’ och B’ #r vektorernas realdelar samt A” och B” deras imaginiirdelar.
Lat A och k vara tva godtyckliga komplex vektorer. Visa att
k-(kxA)=
Berikna effektutvecklingen per volymsenhet for en planvag i ett isotropt material

med materialparametrar ¢(w) och p(w). Planvagen antas vara homogen, och med en
reell utbredningsriktning k, dvs.

E(r,w) = Ey(k, w)eik’%’T

Genomfor berdkningarna som leder till uttrycket (1.43).

Visa att Stokes-parametrarna s;, i = 0, 1,2, 3, &r relaterade till intensitetsmétningar
1(0,0) genom

(0,0) + I(m/2,0)

(0,0) — I(x/2,0)

(m/4,0) — I(37/4,0)
(m/4,7/2) — I(3n/4,7/2)

NN'\(N

Visa att Stokes-parametrarna, s;, ¢ = 0,1, 2,3, kan uttryckas i vektorerna a och b
eller Eg pa foljande sétt:

so = |a> + |b|* = |Eo|* = a® + b°
s34 55 = (|a]? +b]})? — 4]a x b* = (a*> — )
33:—2é-(axb):—ié-(E0xE3)

dar 1 X éQ.

o>
Il
o>



40 Grundliggande ekvationer Kapitel 1

Sammanfattning av kapitel 1

Allmant tidsberoende falt

Maxwells ekvationer

0B
VxE=_22
% ot

D
VXH:J+8—

ot
V-B=0
V-D=p

Laddningskonservering

B
VoJt =0

Lorentz-kraften

F =q¢{FE+v x B}

Randvillkor, allméint och ledare

nx (E,—E;)=0 nxFE, =0

nx (H,—H,)=Jg nx H,=Jg
A (B — By) =0 n- B =

n- (D — Dy) = ps n-D; = pg
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Poyntings sats

OB oD
V- S+HZ +E = +E-J=0

S=FxH

Tidsharmoniska falt exp {—iwt}

Maxwells faltekvationer

V x E(r,w) =iwB(r,w)
Vx H(r,w)=J(rw) —iwD(r w)

Laddningskonservering

V-J(r,w) =iwp(r,w)

Polarisationstillstand

E(t) = Re {Epe ™"}
E, = eX(a + ib)
=0 linjar polarisation
ie-(Eyx E})=4¢>0 hoger elliptisk polarisation

< 0 véanster elliptisk polarisation

E, - Eq = 0 cirkulédr polarisation
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Konstitutiva relationer

Poyntings sats

V- <S(r,t)>= =22 {Ime(r,w) [B(r,w)* + Im a(r,w)d | H(r,w)*}

<S(r,t)>= %Re {E(r,w) x H(r,w)"}

Exempel
)
e(w)=1- F_ R T iww (Lorentz)
ar
=1 Deb
€(w) + T (Debye)

Passiva material

Ime(w) >0

w>0
Im p(w) > 0

Forlustfria material

Ime(w) =0
Im p(w) =0
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Plana vagor

E = —77077]2: x H

nonH = kxE

k =k +ik" vagtal

v = % fashastighet
2

A= % vaglangd

n="2 brytningsindex
v

K (w) + ik (@) = = (ew)n()?

Co

(dispersionsrelation)

Koherensmatris

. JH Jlg o <E01(t)E0T(t)> <E01(t)E0;(t)>
1= (le J22) B <<E02(t)Eo>f(t)> <E02(t)E0§(t)>>

Polarisationsgrad

o 4det[d] Tr[J]g
= \/1 (Jis + Jo2)®  Tr[J]

Opolariserat och fullstindigt polariserat filt

Ji = Jao
Jiz=Ja1 =0 (Opolariserat flt)
P=0

det [J] = Ji1Ja2 — J1gJor =0
{ et [J] 1122 f22t (Fullstidndigt polariserat filt)

P=1
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Stokes-parametrar, allmén polarisationsgrad

so = J11 + Jao = 1(0,0) + I(7/2,0)

s1=Ji — Joo = 1(0,0) — I(mw/2,0)

So = Jia+ Jog =2Re Jip = ](71’/4,0) —I(37T/4,0)

s3 =1 (Jo1 — Ji2) = 2Im Jyp = I(7/4,7/2) — [(37/4,7/2)

Stokes-parametrar, fullstindigt polariserat filt

so = |Eo1|* + | Egs|* = a® + b?

$1 = \E01|2 — |E02\2 = (a2 — b2) cos 21)
s9 = 2Re Ey 1 Eosy = (a2 — b2) sin 2¢

sg = 2Im Fy Foy = —2é - (a x b)




Kapitel 2

Integralframstillningar

att hérledas. Dessa resultat utgor grunden for mer generella studier och analys

av spridnings- och vagutbredningsproblem.

Vi kommer att visa att de elektromagnetiska filten i ett homogent isotropt
omrade bestams av féiltens viarden pa randen till omradet. Denna grénsyta kan vara
en fiktiv yta eller en verklig skiljeyta mellan tva material.

For att kunna genomfora denna analys behover vi en del resultat fran Green-
funktionstekniken och olika potentialfilt. Vi exemplifierar resultaten med Cerenkov-
stralning.

! detta kapitel kommer de mycket anvindbara integralrepresentationerna av fialten

2.1 Kaillor och Greenfunktioner

Vi kommer nu, i detta avsnitt, att analysera hur elektromagnetiska vagor kan gener-
eras och representeras.

Vi begriansar analysen till vagutbredningsproblem i homogena material och till
tidsharmoniska filt. Maxwells filtekvationer ges da av (1.19) och (1.20)

V x E =iwB
VxH=J-—iwD
Vart mal &r att 16sa dessa ekvationer for en given stromtathetsfordelning J. Vi
skall visa att detta dr mojligt om vi kan bestdmma problemets Greenfunktion. En

ytterligare begrinsning som vi infor dr att materialet &r isotropt, dvs. de konstitutiva
relationerna ar

{ D = ¢yeE (2.1)

B = popH
Kombinerar vi dessa ekvationer ovan far vi
V x(V x E) =iwuouV x H
= iwpop(J — iwD) = iwpopd + weouoen B

eller
V x (Vx E)—KE =ivupd (2.2)

45
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dar ) w
N

w 1/2
Co )

k = w (€opoept €Ll

2.1.1 Potentialer och gaugetransformationer

Ekvation (2.2) dr den partiella differentialekvation som det elektriska féltet uppfyller
for givna kéllor J. Losningen till denna ekvation ger sedan de ¢vriga filten D, B
och H genom Maxwells fialtekvationer och de konstitutiva relationerna (2.1). Denna
vektorekvation &r ett system av tre kopplade ekvationer; en ekvation for varje karte-
sisk komponent. Vi séker nu ett sédtt att skriva om denna kopplade vektorekvation
(2.2) sa att ingen koppling sker mellan de olika kartesiska komponenterna. Ett sitt
att gora detta ar att infora vektorpotentialen A definierad av

B=VxA (2.3)

Vektorpotentialens existens foljer av att V - B = 0. Den skaldra potentialen ¢ defi-
nieras genom Faradays lag.

VxFE=iwB=1iwV x A
Vi far
Vx(E—-iwA)=0
vilket medfér att det finns en funktion ¢ sa att!
E—iwA=-V¢
eller
E=iwA—-Vo¢ (2.4)

Den magnetiska flodestatheten B och det elektriska faltet E kan saledes berédknas
ur vektorpotentialen A och den skaldra potentialen ¢.

Vektorpotentialen A och den skaldra potentialen ¢ &r ej entydigt definierade.
Om A och ¢ byts ut mot (en s.k. gaugetransformation?)

A=A+
¢ =6+ iwt

dar v ar en godtycklig (differentierbar) funktion forblir den magnetiska flodestéthe-
ten och det elektriska féltet desamma eftersom

VXA =VXxA+VxVy=VxA

IF6r att ¢ sikert skall existera antar vi att omradet som vi betraktar #r enkelt sam-
manhéngande.

2Namnet gauge viicker ofta undran. Matematikern Hermann Weyl myntade namnet 1921 i
en teori om laddade partiklar. I teorin, som inte visade sig sa anvindbar, kunde lingder dndras
godtyckligt fran punkt till punkt i rummet. Namnet, som ursprungligen hade betydelsen méta eller
skala, har dock levt kvar.
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och
iwA — V¢ =iwA +iwVy — Vo — iwVy = iwA — Vo

Vi far saledes samma fysikaliska falt E och B fran bade oprimmade och primmade
potentialer.

Friheten vid val av vektorpotential A och skalédr potential ¢ kan hjilpa oss att
finna en enklare ekvation for A &n ekvationen (2.2) for E ovan. Vi stéller dérfor
upp bivillkor som A och ¢ maste uppfylla. Det mest anvinda ér Lorenz biwvillkor
eller Lorenz gaugen. )

V-A= iqﬁ (2.5)
w

Det ar alltid mojligt att konstruera A och ¢ sa att denna ekvation ar uppfylld.
Vi visar detta genom att antaga att vi har en vektorpotential Ay och en skaldr
potential ¢ som satisfierar

B:VXAO
E = iwAy — Véy

men som inte uppfyller (2.5). Definiera nu en ny vektorpotential A och en ny skaldr
potential ¢ genom

¢ = ¢o — 1wy

dér funktionen v ér en godtycklig 16sning till den inhomogena Helmholtzekvationen.

{A:Ao—w

) ) ik?
Vi kY =V - Ay — —do

Notera att det hogra ledet i denna ekvation &r ként och skilt fran noll, eftersom
vi fran borjan antog att Ay och ¢q inte uppfyllde Lorenz bivillkor. De fysikaliska
filten E och B paverkas inte av detta byte av vektorpotential och skaldr potential
eftersom bytet Ay — A och ¢y — ¢ ar en gaugetransformation.
De nya potentialerna A och ¢ uppfyller daremot Lorenz bivillkor, vilket inses
genom foljande rdkningar
.k2 .k:2
V-A-" =V (A — V)
w
ik? 9 9
=V-Ay— —¢o— VY —k*=0
w

(o — iwep)

]
w

enligt definitionen pa funktionen . Det ar saledes alltid mojligt att vélja vektorpo-
tential A och skalédr potential ¢ sa att Lorenz bivillkor &r uppfyllt.

3Notera att det var den danske fysikern Ludvig Valentin Lorenz som forst formulerade detta
bivillkor i en uppsats fran 1867. Den holldndske fysikern Hendrik Antoon Lorentz gjorde en mot-
svarande upptéckt, men senare. Darfor bor bivillkoret béra Lorenz namn, och inte Lorentz. Ytterli-
gare fakta kan hamtas fran J. Van Bladel, “Lorenz or Lorentz,” IEEE Antenn. Propagat. Magazine,
33(2), 69 (1991).

4Att en sddan 16sning alltid existerar visas senare i detta avsnitt (i vektorfallet).
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Aven om vektorpotential A och skalér potential ¢ uppfyller Lorenz bivillkor &r
de dnda inte entydigt definierade, vilket inses genom att genomfora resonemanget
ovan i det speciella fall da Ay = 0 och ¢g = 0. Lorenz bivillkor &r visserligen da
fran borjan trivialt uppfyllt men inget hindrar oss fran att byta potentialer genom
att valja ett ¢ som uppfyller den homogena Helmholtzekvationen

V% + k* =0

Den partiella differentialekvation som A uppfyller blir speciellt enkel om vi kréver
att Lorenz bivillkor skall vara uppfyllt. Sétt in (2.4) i (2.2).

V x [V x (iwA — V¢)] — k* [iwA — V| = iwpopuJ
Utnyttja att V x V¢ = 0 och sétt in Lorenz villkoret (2.5).
Vx(VxA) —KA-V(V-A) = pupJ

Vidare giller att
VA=V (V-A) -V x (VxA)

vilket létt visas i kartesiska koordinater. Till slut far vi vektorpotentialens differen-
tialekvation.
V2A + KA = —popd (2.6)

Kan vi 16sa denna ekvation, kan sedan ¢ bestdmmas av (2.5) och filten E och
B av (2.4), respektive (2.3), samt dérefter filten D och H via de konstitutiva
relationerna. Den elektriska faltstyrkan FE fas alternativt ur Amperes lag.

1
iwegeE =J -V xH=J—-—Vx(VxA)
Hott

Ekvation (2.6) ar i allménhet ldttare att 16sa &n (2.2), ty de olika kartesiska kompo-
nenterna dr ej blandade i (2.6).

2.1.2 Kanoniskt problem

Ett vanligt sétt att 16sa (2.6) ar att finna 16sningen till ett kanoniskt problem dér
kéllan dr speciell. Antag att vi kénner 16sningen g(k, 7, 7’) till féljande ekvation:

v29<k7 r, Ir/) + k2g<k7 r, TI) = _6<T - 7‘/) (27)

dér differentieringen sker m a p variabeln r och dér 6(r —7’) dr den tredimensionella
deltafunktionen, dvs.

or—r)=06(x—2)o(y—1vy)é(z—2)

i det kartesiska koordinatsystemet. Funktionen g(k,r,r’) kallas problemets Green-
funktion. Losningen till vart ursprungliga problem (2.6) blir da

A(r) = pop ///g(k,’r,r’)J(r’) dv’ (2.8)
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dar dv’ ar volymselementet dz’dy’dz’ (integration &ver variabeln ') och integratio-
nen sker 6ver hela rymden eller effektivt de delar déar J # 0.

Formellt ser vi att (2.8) dr en losning till (2.6) genom inséttning och vixling av
differentiering och integrering

V2A(r) + K*A(r) = pop /// [(Vig(k,r,v") + K g(k,r,v")] J(r') dv'
\%

= —liop /// o(r —r')J(r') dv" = —popd (r)

enligt definitionen pa deltafunktionen d(r — 7). Det bor poéngteras att dessa rik-
ningar ovan med deltafunktionen &r formella, men kan géras matematiskt mer strin-
genta. Vi kommer, for enkelhets skull, att utfora vara rédkningar som om deltafunk-
tionen var en "vanlig” funktion.

Det aterstar saledes att 16sa det kanoniska problemet (2.7). Detta &r ett problem
med sfirisk symmetri (kdllan dr rotationssymmetrisk), vilket medfor att vi kan anta
att g(k,r,r’) endast beror pa avstandet R = |r —’|. Vi translaterar kéllan till origo
och far problemet

Vig(k,r) + K*g(k,r) = —5(r) (2.9)
att 16sa, dir r = |r|. For r # 0 géller

V2g(k,r) + K g(k,r) =0

Uttryck Laplace-operatorn V? i sfiriska koordinater, se Appendix D. Vi far

oz (rg(k,m)) + kg (k,r) =0
eller
ﬁ(rg(kﬂ“)wrk rg(k,r) =0

med allmén 16sning , .
rg(k,r) = Al 4 Be~

dvs.
ikr —ikr

glk,r) = Ae + Be
T

Greenfunktionen g(k,r), som utgor 16sningen for en enhetsladdning i origo, skall
svara mot en utatgaende sfirisk vag

ikr—iwt
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Detta leder till att konstanten B = 0. Den éterstéende konstanten A bestams om vi
integrerar (2.9) 6ver ett klot med radie € kring origo.”

///W krdv+k2/// (k,r)d ///

r<e

€ ikr €
///g(k,r)dvzélﬂA/ er err:47rA/ e*rrdr — 0
0 0

r<e

Nu ar

da e — 0. Vidare géller med divergenssatsen

///W krdv—// V- ng;rdv—//n Vglk,r)d
//dg ) 45 = 4nc2¥ (k’r)|
dr "°

k1

= 4’ Aetke {— — —2} — —47rA
9 [9)

di e — 0. Vi far siledes att —4rA = —1, och g(k,r) = e™*" /4mrr. Translation av
kallpunkten tillbaka till 7" ger

; P
6zl~c|'r' |

g(k,|r —7'|) = (2.10)

Art|r — 7|

Losningen till vektorpotentialen A blir dérfor enligt (2.8)

;W/// 47;’]: "y (2.11)

5En mer distributionsbaserad behandling for att bestimma, konstanten A far vi fran

///9(1677")V2¢(1‘) dv + k? ///g(k,r)gb(r) dv = —/// 5(r)o(r) dv = —¢(0)

dér ¢ dr en odndligt deriverbar funktion som &r noll utanfor ett begréinsat omrade. Anvéind Greens
formel pa omradet r > €.

—hm{/// (k,r)V2( dv+k2///g(k,r)¢(r)dv}

= lim {// V2g(k,r) dv+k2// g(k;,r)qﬁ(r)dv}
// <ag (k, ) 8q;£r)g(k7r)> "
H)// 99(k:7) 1) s — lim Adre?6(0 )61:5 (m i)

—47Ap(0)



Avsnitt 2.1 Kallor och Greenfunktioner 51

Det elektriska féltet E blir enligt (2.4) och (2.5)

E(r) =iw {A( )+ kZV(V A(r ))}

iklr—r'| r¢V (2.12)
= (Whol [I + VV] /// 1 ~J(r') dv’
Tlr—r |

dér I &r enhetsoperatorn for vektorer. Det magnetiska faltet H blir enligt (2.3)

zk\r r
H(r)=— A(r N dv' 2.1
(r) = x A VX///M‘T_M My rgV o (213)

Sammanfattningsvis kan vi sdga att kéinner vi stromférdelningen 6verallt i rum-
met, kan vi berdkna det elektriska féltet (eller det magnetiska filtet) och darmed
ocksa alla andra félt.

2.1.3 Icke-stralande kéallor

Vi har sett att en stromférdelning J ger upphov till ett elektromagnetiskt félt.
Ekvationerna (2.12) och (2.13) uttrycker detta mera kvantitativt. Den fraga vi nu
staller oss ér; finns det stromfordelningar som i nagot omrade i rummet (inte hela
rummet) inte ger nagot elektromagnetiskt falt. Som vi snart skall se finns det sadana.

Om en stromfordelning J ;g ger ett elektriskt falt E som &r noll (och ddrmed
dven ett magnetiskt falt H som &r noll via induktionslagen) i en volym Vg sidger vi
att killorna J ;g ar icke-stralande i volymen V;g. Sambandet mellan det elektriska
faltet E och stromtétheten J ges generellt av (2.2)

V x (Vx E)—KE =ivuopd

Vart pastaende ar nu att det mest generella uttrycket pa en icke-stralande stromfor-
delning J ;51 Vig ar

Jis(r) =V x (Vx F) - k*F (2.14)
dar F ar en vektorvird (differentierbar) funktion som &r noll i volymen Vg och antar
vérden skilda fran noll i ett omrade utanfor Vig. Vi antar att detta omrade (omradet
utanfor Vig) ar andligt, dvs. kéllorna finns i ett begrénsat omrade i rummet.

F(’T’) :07 Ire‘/]S
7£07 T%‘/IS

Vi antar forst att stromfordelningen J ;g dr pa formen (2.14). Da satisfierar det
elektriska fialtet E som genereras av dessa kéllor

VX (VxE)—KE =iwpup(V x (VxF)—kF)

dvs.
V x (V x (E —iwpouF)) — k*(E — iwpopF) = 0
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i alla punkter i hela rummet. Vi antar att detta problem #r entydigt losbart.® Entydig
l6sbarhet medfor att

E(r) —iwpouF (r) =0, for alla r

Detta medfor att E = 0 i volymen Vjg eftersom F &ar noll i Vg (endast virden
skilda fran noll i omradet utanfor till V;g). Detta visar tillréckligheten hos (2.14)
att ge ett icke-stralande filt. Nodvandigheten visar nu genom att anta att E =0 i
en volym Vg. Da giller

V x (Vx E)—KE = iwpopd 15
Detta uttryck ar dock pa formen (2.14) om vi tar

1
Wihtoft

F = E

dir F = 01 Vjg, eftersom E = 0 dér. De mest generella icke-stralande stromfordel-
ningarna ges dérfor av (2.14).

Ett exempel far illustrera detta resultat. Lat stromfordelningen J vara en gra-
dient av en skaldar funktion ¢, dvs.

Jrs =Vo
dédr ¢ = konstant i volymen V7g. Vi kan da véilja
1
F = —EVQS
Detta ger ndmligen
VX (VXxF)-KF=0+V¢=Jg

Funktionen F &r ocksa noll i volymen Vg, eftersom ¢ ar konstant dar. Dessa kéllor
ger darfor icke-stralande filt i volymen Vjg. Varje stromfordelning J, som &r en
gradient av en skaldr funktion, ger saledes icke-stralande falt i det omrade dar den
skaldra funktionen &r konstant.

2.2 Cerenkovstralning

I foregaende avsnitt visades att, om vi kdnner stromfordelningen 6verallt i rummet
kan det elektriska filtet (eller det magnetiska filtet) berdknas, och ddrmed ocksa alla
andra filt. Ett exempel pa detta #r Cerenkovstralning som kommer att behandlas i
detta avsnitt.

Nér en laddad partikel (t.ex. en elektron) ror sig med hog hastighet i ett dielekt-
riskt material emitteras elektromagnetisk stralning. Detta observerades pa 1930-
talet experimentellt forst av P. A. Cerenkov och S. I. Vavilov, och fick sin teoretiska

6Beviset for entydigheten visas inte hér.
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v

»
|

Figur 2.1: E-filtets polarisation vid Cerenkovstralning. Laddningens hastighet &r
v och stralningens riktning k.

forklaring nagra ar senare av I. E. Tamm och I. M. Frank. Stralningen beror ej pa
nagra kollisionsprocesser med materialets atomer (som den s.k. Bremsstrahlung gor)
utan kan forklaras som ett rent elektromagnetiskt fenomen av makroskopisk natur.
Cerenkovstralning anvinds som partikeldetektor i kirnfysik och elementarpartikel-
fysik.” I detta avsnitt kommer vi att analysera denna stralning och samtidigt far vi
ett exempel pa anvindning av analysen i avsnitt 2.1.

Experimentella observationer visar att den elektromagnetiska stralningen har
foljande egenskaper:

1. Den laddade partikeln maste rora sig mycket snabbt i materialet, annars ingen
stralning.

2. Stralningens riktning &r relaterad till partikelns hastighet.

3. Stralningens polarisation &r sadan att E-filtet &r parallellt med det plan som
spédnns upp av partikels hastighet v och stralningens riktning k. Vidare dr
E-filtet vinkelratt mot k, se figur 2.1.

Vi analyserar nu detta problem genom att understka vilket elektromagnetiskt
falt den laddade partikeln ger upphov till.

Antag att partikeln har laddning ¢ och att den ror sig med hastigheten v léings
z-axeln i ett isotropt, homogent material med materialparametrar € och u, se fig-
ur 2.2. Dessa parametrar dr i allmédnhet funktioner av w, dvs. materialet uppvisar
dispersion.

Stromtatheten J pa grund av partikelns rorelse ar

J(r,t) = zqui(r — zvt) = 2qud(x)d(y)d(z — vt)

Detta ar stromtatheten som funktion av rums- och tidsvariablerna. En Fouriertrans-
form ger oss motsvarande storhet i frekvensplanet.®

J(r,w) :/ J(r, t)e™ dt = 2(]@5(;5)5@)/ §(z — vt)e™t dt
OO 1 wz

—2qui@)aly) [ 1ol Z)etdt = 2ab(a)6y)e’

oo v

"Cerenkoveffektens tillimpningar finns sammanfattade i G. Ekspong, Kosmos 1958, s. 6-29.
8Vi antar att hastigheten v #r oberoende av tiden ¢. Detta #r en approximation.
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Observationspunkt
p
€ 1
v
> z

Figur 2.2: Partikelns bana lédngs z-axeln.

Vektorpotentialen ges sedan av (2.11).

zk\r 7|
/
A(r,w) MOM///47T|T‘—’I“’| (r',w)dv

dar k = w,/€ei/co. Inséttning av stromtétheten ger foljande vektorpotential

A(r,w) Moﬂ/ d:c/ dy/ 4 R qo(2")o(y')e! iz

dir R = |r —7'| = \/(z — )2+ (y — v)2 + (= — 2/)%. Integrationen 6ver 2/~ och
y'-variablerna ar latt.

/

1% ik(p2+(zfz’)2) +iTz
A(’r,u))zé'uo'uq/ ¢ — dz’
L N AT

[SE

dar p = /2% 4+ y? ar avstandet fran observationspunkten 7 till partikelbanan lings
z-axeln, se figur 2.2. Genom variabelbyte far vi

1
‘ o0 ik(p2+z’2)§+i7l
A(r,w) zéwelv/ ‘ — dz’
47 oo (pz +z’2)§

Den aterstaende integralen, som &r en funktion av p, kan visas vara en Hankel-
funktion av forsta slaget av ordning noll. Foljande integral &r anvéandbar, se Ap-
pendix E.

/oo eik(p2+z’2) %—HTZ

o (02 + 212)%
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Kvadratroten som férekommer i hogerledet &ar definierad som den gren som fas da
det komplexa talplanet ar uppskuret ldngs den positiva realaxeln. Vektorpotentialen
for den laddade partikeln blir saledes

A(r,w) = i2 “qu ¢ HSY (k,p) (2.15)

Det elektriska respektive magnetiska féltet kan sedan berdknas fran (2.12) och
(2.13).

/
- (2+/2% dz
PP+ 27) (2.16)

VY] e Y )

47

s 00 eik(pQ—ﬁ-z/Z)%—‘rinzl
: /

E(r,w) — ol [I—i— QVV} ze'w

_ Hopwq {I N

4 k

H(r,w) = %V X ze'v

- i%V x (261'%}[5”(/{;,3,)))
Det dr av speciellt intresse for oss i detta avsnitt att berikna filtet langt fran
partikelbanan, dvs. p stort. Vi later dérfor k,p > 11 (2.15) och ersétter Hankelfunk-

tionen med funktionens asymptotiska uttryck. For stora argument géller ndmligen,
se Appendix A.1 sidan 187 eller [1, sidan 618|.

2 . .x
H(gl)(z) =1/ Eezz_zz, 2| >1, —7w<argz<2rm

Inséittning 1 (2.15) ger vektorpotentialen pa stort avstand fran partikelbanan (z-
axeln).
;5 Hord 2 oi(kopt 2 ) —i%

4 wk,p

A(r,w) =

De elektriska och magnetiska filten kan sedan bildas med (2.16) och (2.17).

2 ; wz - T
B(r,w) = iw | A(r,w) + =V (V- A(r,0))| = Eoe'(kort5) =5 (2.18)
k2 Tk,p
H(r,w) = —1 V xA(r,w) = 2 I—Ioei<k”p+w7z)_i% (2.19)
okt Tk pp
dar
"o (52 - 2k
E, = Z sk
0 dwege pv =P
1
H, = - z<kpp+ffz)xE0:%
W ot v
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0
60 —
40 +
20 —
v/co
| | |
0.0 0.5 1.0

Figur 2.3: Vinkeln 6 och dess variation som funktion av hastigheten v. Material-
parametrarna € och p &dr valda sa att ey = 25.

Notera att alla termer i (2.18) och (2.19) som gar snabbare mot noll da p — oo
&n p~'/2 har forsummats. Uttrycken i (2.18) och (2.19) &r cylindriska vagor, for
vilka amplituden avtar som p~'/2. S nir som pa denna faktor (k,p)~*/? #r formen
pa (2.18) och (2.19) planvagor. Notera ocksa att om vagen inte skall ddmpas ut
exponentiellt i p-led krévs att k, ar reell, dvs.

w
>
v

eller .
= (2.20)

w

k \Jen
och ey reellt. Cerenkovstralning kan saledes endast ske om partikels hastighet dr
storre dn fashastigheten w/k = cy/ /e @ materialet.

v >

Utbredningsriktningen k hos den cylindriska vagen &r

. pk, + z< 1/, W
2 n2\2  k v
bt (5)
och det elektriska faltets polarisation p ar
. pe — zk 1/ w
k’2 + (2)2 2 v
p v
Vi ser att Cerenkov§trélningens polarisation p ar sadan att p &ar vinkelrat mot

utbredningsriktningen k, ty

s 1w
pok=p (o7 —2h):
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1 langdenhet

Figur 2.4: Cylinderytan S, som anvénds vid integration av energiutflodet.

Vidare ligger p i k-z-planet, ty

b (b = L6 2h) [ (ot 52) o

Vinkeln 6 mellan vagens utbredningsriktning k och partikelns hastighet v = vz ar

~ w Co
cos=k -2=—=

kv VG
Ju storre hastighet v desto storre vinkel 6. Ater ser vi att villkoret (2.20) maste gélla
for att vinkeln 6 skall vara reell, se figur 2.3.
De experimentella observationerna, som Cerenkov och Vavilov gjorde pa 1930-
talet, och som presenterades i punkterna 1- 3 pa sidan 53 i borjan av avsnittet kan
saledes forklaras och kvantifieras med den makroskopiska faltteorin.

2.2.1 Energiutflode

Avslutningsvis berdknar vi den elektromagnetiska vagens utstralade energi. Den
storhet som &r intressant i detta sammanhang ar den totala energi, som stralar bort
med vagen, per lingdenhet av partikelbanan. Energin E &r

:/_OO/}LIEOZP/S@)-ﬁdet:/_mpllrgOZp/(E(t)xH(t)).;,det

dér ytan S, dr mantelytan pa en cylinder med radie p och enhetshoéjd kring z-axeln.
se figur 2.4.

Endast £, och H, komponenterna behovs for att berékna p-komponenten av
Poyntings vektor, se (2.18) och (2.19). Vi far saledes

Z/wsi%o// ) pasd *35&/// D
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Det dr nu liampligt att anvinda Parsevals identitet? for att skriva om detta ener-
giuttryck till motsvarande fouriertransformerade storheter. Resultatet blir

E——%/}LIEO/// (W) dwdS

Vi anvéinder nu (2.18) och (2.19).1°

1 o 9 \M2 g2 9 \1/2 L
E=—1lm [ 2mp T qu(k’ #5) duw
21 p—oo J_ wk,p dwege Tk,p 4

2 [e’s) 2 1.%
g lim %ei” (ko—kp) dw
~ 8rmeg p—os —oo |Ep|we

Eftersom endast (positiva) reella k,-vérden kan bidra till stralningsféltet blir inte-
grationen i variabeln w endast 6ver virden da k, ar reell.

2 % k2
FE = q / L () dw
8mey we(w)

oo
kp reell

Villkoret att k, skall vara reell ges av (2.20). Ekvationen ovan kan dérfor skrivas om

Som
oo

2 2
q w Co
p=-1 v ~(2V) 4
8megcd / e(w) (e(w)u(w) <v>) “
w(w)>(2)’
eller .
p=i s [ (domr - (2)) a
" dmeoct e(w) AT v “
0
c@)n(w)=(0)?

dér ep ar reellt. I praktiken &r integrationen i w alltid dndlig. For mycket hoga
frekvenser gar e(w)u(w) — 1. Notera ocksa att hela hérledningen ovan dr gjord
under forutsédttning att hastigheten v ar konstant. I verkligheten saktar partikeln in
pga. energiutstralningen.

9Parsevals identitet for reella filt f(t) och g(t)

[ rose %/f

dir f(w) och g(w) &r respektive Fouriertransform av f(t) och g(t), dvs

o= [ Z fOeta gw)= [ getar

—00

10Vi anvénder hir de uttryck som vi hérlett for filten i fjdrrzonen. Notera att vi erholl dessa
uttryck under antagandet att k,p > 1. Detta &r nu inte alltid fallet eftersom %, nu kan anta
godtyckligt sma virden vid integrationen 6ver w. En mer utforlig analys visar dock att denna
operation ar tillaten.
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n

Figur 2.5: Geometri for integration i avsnitt 2.3.

2.3 Integralframstillning av filten

I detta avsnitt kommer vi att visa att det elektriska féltet E och det magnetiska
fialtet H kan representeras som volyms- och ytintegraler. Det enklare skalidra fallet
behandlas forst, darefter vektorfallet.

Lat ¢(r) och i(r) vara tva skaldra filt som &r definierade i ett omrade V' med
andlig volym.'* Omradet V har en begrinsningsyta S med utatriktad normal n,
se figur 2.5. Ytan S behover inte vara sammanhéngande utan kan besta av flera
disjunkta delar, som var och en ér styckvis glatta.'? Ytan S behover inte heller vara
en skiljeyta mellan tva material utan ar &n sa linge en godtycklig yta i rymden.

Bilda foljande uttryck

V- [6(r)Vi(r) — o (r)Ve(r)] = o(r)Vii(r) — v (r)Vie(r)

Detta samband verifieras ldtt med rédknereglerna fér Nabla-operatorn. Om detta
uttryck integreras 6ver volymen V' far vi med hjilp av divergenssatsen.

[ 16w - virvow)-ads

i / / / [6(r)V2(r) — 9 (r)V?6(r)] dv

1 Antag att ¢(r) och 1 (r) &r tva ganger kontinuerligt differentierbara i V.
12En yta kallas glatt om den har en kontinuerligt differentierbar parameterframstéllning

r =7r(u,v), (u,v) €D CR?

och om
877'
ou

En styckvis glatt yta dr sammansatt av ett dndligt antal glatta ytor.

or
x%;«éo



60 Integralframstéllningar Kapitel 2

Detta &ar Greens andra formel och kommer att vara utgangspunkten for integral-
framstéllningen av skaldra falt.

Vi later nu det skaldra faltet ¢ vara a- F', dir a ér en godtycklig konstant vektor
och F ett tva ganger kontinuerligt deriverbart vektorfilt'®. Resultatet blir

// [(a- F)V¢ —¢V(a-F)]-ndS
(2.21)

i/// ((a- F)V2%) — ¢V2(a - F)] dv

Vart mal blir nu att skriva om detta uttryck som

a-é/...dS:a-/V//...dv (2.22)

Eftersom V?(a - F) = a - V?F och V x (Vx F) = V(V - F) — V?F kan
volymintegralen i hogra ledet av (2.21) enkelt skrivas om som

/// [(G'F)V%ﬂba- (VX(VXF)—V(V-F)ﬂ dv

:a-/// FV2+ (VX (VX F) = V(V-F))] dv

Ytintegralens integrand i (2.21) skriver vi lampligen om genom att anvinda rak-
nereglerna for Nabla-operatorn

(a-F)Vy—¢V(a-F)=2a-F)Vy -V (a- (VF))
—2(a-F)Vi + V x (ax (6F)) — ax (V x (4F)) - a(V - (0F))
Ytterligare forenklingar ger
(a-F)V¢—yV(a-F)|-n
=2(a-F)(n-V¢Y)+n-|Vx(ax (F))]

+a- [fhx (E/J(VXF)—F(Vw)XFl)}

g

V(Y F)

~(a-®)|§(V - F) + (Vo) - F]

-~

V-(yF)

13En vektorviird version av Greens andra formel far vi litt genom att tillimpa formeln pa varje
kartesisk komponent i ett motsvarande vektorvért uttryck och pa sa satt far vi

// {A(T) &gg) _1/’“')8137(:)] ds = / / / [A(r) V2 (r) — $(r) V2 A(r)] dv
o 14

Nackdelen med detta uttryck &r att ytintegralen inte dr anpassad till de naturliga randvillkor som
uppkommer i vara tillimpningar. Vi utvecklar dérfor en alternativ vektorvérd integralrepresenta-
tion, som i ytintegralen innehaller de naturliga uttrycken pa vara randvillkor.
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Ytintegralen i vénstra ledet i (2.21) kan saledes skrivas om genom att anvinda
BAC-CAB-regeln (a x (bx ¢) =b(a-c)—c(a-b))

// (a- F)Ve — oV(a- F)|- 2 dS
S
:a-//[(ffz-vw)Fer(ﬁx(VxF))Jr(V@Z))(ﬁ-F)
S
(V- F) —a (V) F) dS + [ [ [V x (a x (6F))] - 7 ds
Jas e [ 19 o

Med divergenssatsen ser vi att den sista ytintegralen inte bidrar eftersom sam-
bandet V - (V x A) = 0 for ett godtyckligt vektorfilt A. Vi har saledes till slut
skrivit om bade volyms- och ytintegralen i (2.21) pa formen (2.22). Eftersom vektorn
a ar godtycklig (tag t.ex. @ = &, gy och 2) far vi Greens vektorformel genom att
ater anvinda BAC-CAB-regeln

//[wmx (V % F)) + (V)(f- F) — (V- F) — (V) x (2 x F)] dS

: J[[ Vo0 x (v xF) -7 F)] o

Ytintegralens integrand innehaller vektorfiltet och dess derivator evaluerade pa
randytan S. Rent formellt utgor de gransvirden av vektorféltet F' och dess derivator
tagna som gransen da granspunkten nidrmar sig ytan S fran volymen V' (dvs. ini-
fran).

Lat filtet ¢ nu vara den skaldra Green funktionen,'* se (2.10).

P )
6zk|r 7|

by jr =) = ——
g(k, |r — ') dr|r — 7|

som uppfyller, se (2.7)

V2g(k7 |'I” - TID + kQ.g(k: |T - T,|) = _6(T - T,)

Denna funktion uppfyller naturligtvis inte vart antagande om att vara tva ganger differen-
tierbar i punkten r = ’. Singulariteten kan behandlas pa olika sétt. Klassiskt utesluter man en
liten sfir S¢ med radie € runt den singulédra punkten, och sedan later vi sfiren krympa. Alternativt
kan man, som hér, gora formella rikningar med delta-funktionen. Resultaten blir i bada fallen de
samma, se dven fotnot 5 pa sidan 50.



62 Integralframstéllningar Kapitel 2

Greens vektorformel® (2.23) blir om punkten 7 inte ligger pa randytan S

/ [ Jatte e = 1) (') x (97 % B + (Vg = ) () - Flr')

(r)g(k, [r =’ )(V"- F(r') = (V'g(k, [r —'])) x (A(r') x F(r'))| dS’

/// (k, Ir =) (V' x (V' x F(') = V(Y- F(r')))
+Fr)Vg(k, |r—rf|)} '

_ /// [o(k. r =) (V' % (V' x F(r') = V(Y- F (') = K*F(r")) | dv

— /// F(r)o(r — ") dv'

Den andra volymintegralen pa hoger sida beror pa om punkten 7 tillhor volymen
V eller inte.16

/// [Q(k‘, lr —7']) (V' x (V' x F(r')) =V (V' -F(r')) — kzF(r’))} do'
_ // [g(k, lr — 7)) (n(r') x (V' x F(r')) + (V'g(k,|r —7'|)(n(r) - F(r'))

—n(r)g(k, [r =) (V- F(r') = (Vig(k, [r —r'])) x (n(r) x F(r ))} ds’

B F(r), reV

0, reV
(2.24)
Detta &r en allmén representation av ett vektorfalt i en volymintegral och en yt-
integral 6ver volymens begransningsyta. Filtet F(r) i volymen V &r framstallt i
en volymintegral over filten i V' och en ytintegral 6ver filten pa volymen V':s be-
gransningsyta S. Evalueras dessa integraler utanfor V' blir resultatet att dessa inte-
graler tar ut varann (utsldckning). Det &r viktigt att notera att detta inte innebér

att faltet F'(r) nodvandigtvis &r noll utanfor V.

2.3.1 Ytintegralframstillning

Hittills har faltet F' varit ett godtyckligt vektorfilt. Vi later nu detta filt vara det
elektriska faltet F som satisfierar Maxwells kallfria féltekvationer (1.19) och (1.20).

VxFE=iwB
VxH=—iwD

15Det #ir enklare och bittre att byta integrationsvariabel i (2.23) till /. Variabeln r blir d& den
fria variabeln.
16Vi avstar hir att behandla det fall da r € S.
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Vi antar dessutom att materialet i volymen V' &r ett isotropt, homogent material,
dvs.

D = ¢cFE
B = popH

dér € och p kan tillatas bero pa w, dvs. materialet kan vara dispersivt, men vi antar
att inget rumsberoende finns (homogent material). Maxwells filtekvationer och de
konstitutiva relationerna ger att

V X E =iwuouH = iknonH

k
V x H=—iweelE =—1—F
o™

n= \/g (2.25)

ar (relativa) vagimpedansen for materialet, ny vakuums vagimpedans och vagtalet
k = w\/€to€[L-

Det &r nu enkelt att fran dessa ekvationer eliminera H-féltet sa att en ekvation
endast for det elektriska faltet erhalls. Detta har redan utforts i (2.2) pa sidan 45.
Vx(VxE)—KE=0
Pa liknande sétt harleds latt ekvationen som H-filtet uppfyller

Vx(VxH)-KH=0

Dessutom géller fran Maxwells faltekvationer att
V-E=0
V-H=0
Tillampar vi dessa resultat pa (2.24) far vi en representation av E-filtet i en-
bart en ytintegral av filtet pa volymen Vs begrinsningsyta.!” Som redan papekats,

behover ytan S inte vara en skiljeyta mellan tva olika material utan en allmén yta
inom vilken materialets elektriska och magnetiska egenskaper dr homogena.

- / / [iknong(k. [ — +/]) (A(r') x (")) + (Vg(k, | — ) (R(r) - E(r'))

— (V'g(k, |r — 7)) x (n(r) x E(r'))] dS' = {E(T), r innanfor S

0, r utanfor S

Den analoga integralrepresentationen for H-féltet blir (ges av bytet E « inynH,
eftersom Maxwells faltekvationer forblir oférdndrade under detta byte, medan det

"Ytintegralen antas evalueras i ett killfritt omrade sa att V- E =V - H = 0 pa ytan S.
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elektriska och det magnetiska filtet byts)

- / / [—z'%g(k, I — ) (A x B@)) + (Vg(k, [r — ') (R(r) - H (')
S

/ ' . , y H(r), 7 innanfor S
—(Vglk, I — 7)) x (') x H(@)] s’ = § T :
0, r utanfor S

(2.26)

Dessa bada ekvationer innehaller i ytintegralen de elektriska respektive mag-

netiska féltens normalkomponenter pa ytan S. Vart mal nu blir att ytterligare

forenkla de bada uttrycken sa att endast tangentialfdlten ingar i vardera ytinte-
gralen. For att kunna genomfora detta noterar vi att

V/g(k7 |T - TJD = _Vg(k7 |T - ’f’l|>

som leder till att
/ / (Vgk, [r — #'])) (s - FL(+')) dS' = —V / / gk |7 — #/)(A(r") - H(x")) dS’
S S

samt att

[t =) x () % B a5
s

__ //(Vg(k, r— 7)) x (A(r) x H(r'))dS'

S
— Ux // gk |7 — /) (A (") x H(x"))dS"
Tag nu rotationen pa (2.22) och vi far eftersom V x (V gf ...dS)=0
-V x {V X //g(k, lr —r'|)(n(r') x H(r’))dS/}
s

+ z'nTan X é/g(k, lr —7']) (n(r') x E(r")) dS’

VX H(r)= —iiE(T), r innanfor S
= o™
0, r utanfor S

dér vi anvint V x H(r) = —ikE(r)/non.
Vi far till slut integralrepresentationen for det elektriska faltet genom division
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av ekvationen ovan med —ik/non.

- iy {v « //g(k, r — ) (A(r) x H(r’))dS’}

(2.27)
E(r), r innanfor S

-V x //g(k, lr —7'|) (n(r') x E(r')) dS" = {

0, r utanfor S

Helt analogt med ovan erhalls det magnetiska filtets integralrepresentation som
ytintegral

/mlonv 8 {V X [/ g(k, [r = ') (A(r') x E(r')) dS’}

H(r), r innanfor S

0, r utanfor S

l

=V [[ gt = #) (a0 < H ) S = {
S

Dessa bada ekvationer kommer sedan att ligga till grund fér analys av spridnings-
problemet.

Ovningar till kapitel 2

2.1 Inuti en sfir med radie a finns kéllor som genererar en stromtéthet J(r,w) med
endast en radiell komponent och som endast beror pa radien r, dvs.

T(rw) = {f“f(r,w), r<a

0, r>a

Bestédm de elektriska och magnetiska filten utanfor kallférdelningen, dvs for r > a.
Kéllorna kan antas befinna sig i vakuum.

Anmérkning: En stromfoérdelning, som beskrivs i évningen, kan ténkas uppsta vid plotslig
laddningsseparation, t.ex. vid en kdrnvapenexplosion.

*2.2 Stromfordelningen for en dipol i origo med styrkan p orienterad ldngs 2 dr
J(r) = —iwpzd(r)

Bestam de elektriska och magnetiska félten utanfoér dipolen, dvs. i omradet r > 0.
Berikna dessutom féltens effekttéthet (Poyntings vektor) i omradet utanfoér dipolen
samt den totala effekt P som transporteras genom en sfirisk yta kring dipolen.
Omradet utanfor dipolen antas vara fri rymd (e = p = 1).

2.3 Hur snabbt maste en partikel réra sig i ett homogent Lorentzmaterial fr att Ceren-
kovstralningen skall falla inom det synliga omradet A > A(violett) ~ 0.4 pm (vaku-
umvaglingd). Materialet antas forlustfritt och u = 1, wy = w, = 106 rad/s.
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2.4 Visa att den totalt utstralade energin E vid Cerenkovstralningen fran en laddad

2.5

*2.6

partikel med laddning ¢ som ror sig med en hastighet v i ett material vars konstitutiva
relationer kan approximeras med ett forlustfritt Lorentzmaterial (u = 1) &r

2,2 2

qw o\ 2 v
E=—X (=) In|1-(— 1

871'603{(1}) n( <Co>>+}

Visa att for en langsam partikel sa géller

q2w§ o\ 2
E = 5| —
16mepcg \ co

Ledning: Lamplig integral dr

2 1 1
/%ﬂx de = —2% + 5((1 —b)In(2? + b)

Lat vektorfiltet FE satisfiera

VxE=0
V-E=0

i en volym V med begrinsningsyta S och utatriktad normal n. Dessa ekvationer ar
de statiska (w — 0) griansvirdena av Maxwells filtekvationer i ett killfritt omrade
(isotropt material), se (1.19) och (1.23). Visa att detta filt satisfierar den statiska
analogin till ytintegralrepresentationen (2.27).

_ // Vy(lr — ') (R - E(r')dS’
S

(2.28)
A E(r), 7 innanfor S
+ [ Yg(lr —2'|) x N x E(r') dS' = ’
é/ gllr =r']) x (A(r') x E(r)) {0, 7 utanfor S
dar 1
9(r) =4

Ledning: Det dr lampligt att bérja med integralidentiteten (2.23) med ¥ (r) = g(|r — 7'|)
och F = E.

Visa att resultatet i 6vning 2.5, dvs. (2.28), foljer av integralrepresentationen i det
dynamiska fallet, (2.27) i grinsen da k — 0 (w — 0) for varje E- och H-filt som
satisfierar

V x E = iknonH

k reV
VxH=—-i—F
o7

dér V &r den volym som innesluts av den slutna ytan S.
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Sammanfattning av kapitel 2

Potentialer
B=VxA
E=iwA— Vo

Gauge transformation

A'=A+Vy
¢ = ¢+ iwy

Lorenz bivillkor

V- A = zk:2 ¢

Greenfunktion

Vig(k,r,v') + Kq(k,7,1) = —b(r — 1)

- P
ezk|1‘ i

g(ka |T - ’l",|) =

Amc|r — /|

Volymintegralrepresentation av E- och H-filten

zk|'r |
/
E(r) = iwpop [I—i— VV} /// 47T|'r—'r’| ") dv

zk:|7‘ v’
H = — A /
(r) ,Uo,uv X =V x /// Tnlr = r’| ") dv
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Ytintegralrepresentation av E-filtet

-4%?VX{VX//ﬂhw—rmquwawdg}
S

E(r),
0,

—Vx/]ﬁh%—MﬂMﬂXEﬁwdgz{

r innanfor S

r utanfor S

Ytintegralrepresentation av H-filtet

l

oV {V x / [ otk =) tr) x E(r'))ds’}

H(r),
07

—Vx//ghw—mewquwwdg:{
S

r innanfor S

r utanfor S

Cerenkovstralning




Kapitel 3

Inledande spridningsteori

lustfritt, isotropt material, karakteriserat av materialparametrarna® e och p,
fortplantas vagen helt utan stérningar. Finns ddremot i materialet ett omrade
med avvikande elektriska eller magnetiska egenskaper kommer vagens utbredning att
paverkas. Man séger att vagen sprids. Spridningsteorins mal &r att kvantitativt anal-
ysera detta problem och att beréikna denna storning i vagens utbredning. Ett typiskt
exempel pa en spridningsgeometri finns avbildat i figur 3.1. Volymerna V; och V; an-
tas vara disjunkta, dvs. V; NV, = (). V; ar sindarnas eller kiillornas region, och V; ar
spridarnas omrade, som i sig kan innehalla flera enskilda spridare. En situation som
upptrader i manga tillimpningar &r att V; innehaller en sédndarantenn eller nagon
annan typ av kélla, medan V innehaller en passiv spridare, t.ex. en reflektorantenn
eller en kropp med avvikande elektriska eller magnetiska materialegenskaper.
Den ursprungliga opaverkade vagen kallas infallande filt och indiceras med i,
t.ex. det infallande elektriska faltet E;, och detta féilt har sina kéllor inuti volymen
V;. Utanfor V; ar detta falt kallfritt, dvs.

T\ r ar en tidsharmonisk elektromagnetisk vag! utbreder sig i ett homogent, for-

V x E; =iwpopH; = iknonH;

k r ¢V 3.1
on

dar vagimpedansen 7 for materialet #r definierat av (2.25) och dér vagtalet ges av
k = w\/eopoep. Detta filt &r det totala féltet i avsaknad av spridare.

De avvikande elektriska eller magnetiska egenskaperna antar vi finns inom ett
begransat omrade V. Storningen av det elektromagnetiska filtet kallas det sprid-
da féltet och indiceras med s, t.ex. det spridda elektriska filtet E,, och detta falt
har sina kéllor (genererade av kéllorna i V;) inuti volymen V;. Utanfor V; ar féltet

Andra mer generella tidsférlopp, sasom allménna transienta elektromagnetiska vagor, &r
vésentligt mer komplicerade att analysera. Vi kommer i denna bok uteslutande att behandla tids-
harmoniska forlopp.

2Materialparametrarna € och y antas vara reella (forlustfritt material) och positiva.

69
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€

Kallor

Figur 3.1: Typexempel pa spridningsgeometri. Kéllorna finns i V;. Volymen Vi
innehaller den passiva spridaren.

kallfritt, dvs.
V x E, =iknymH

k r ¢V 3.2

VxH,=—i—EF, ¢ (32)
o7

Det totala elektriska faltet E, som uppmits i ett fysikaliskt experiment, utgér sum-

man av dessa bada falt, dvs.

E=FE,+FE,

I det allménna fallet kommer nérvaron av spridaren i volymen V att paverka
det infallande faltets kéllor i V;. Det sker en aterkoppling fran det spridda faltet
pa killorna till det infallande féltet. Denna aterkoppling leder till en komplika-
tion nédr man skall finna losningen pa spridningsproblemet. Oftast kan dock denna
aterkoppling férsummas. Sa &r t.ex. fallet i manga situationer nér avstandet mellan
V. och V, ar stort.

Vi kommer i delar av detta kapitel inte att specificera pa vilket sdtt materialet
i V; avviker fran omgivningen. I ett allmént fall kan till och med materialet i Vj
utgoras av ett icke-linjart material. Det enda antagande vi gor just nu ar att omradet
V, ar begrénsat. Vi kommer ocksa att forsumma aterkopplingen pa det infallande
faltets kéllor och foljaktligen antar vi problemets kéllor i V; givna och opaverkade
av spridarens nérvaro.

I detta kapitel anvéander vi resultaten fran kapitel 2. Speciellt anvindbara kom-
mer integralrepresentationerna, bade volym- och ytintegralframstéllningarna, av de
elektriska eller magnetiska falten att vara. I forsta avsnittet i detta kapitel anal-
yseras det spridda féltet pa stort avstand fran spridaren, det s.k. fjarrfiltet. 1 av-
snitt 3.2 och 3.3 infors ett antal fundamentala definitioner, sasom spridningstvérsnitt
och spridningsmatris, som anvénds flitigt inom spridningsteorin. Avsnitt 3.4 visar
det s.k. optiska teoremet. Tva avsnitt, 3.5 och 3.6, behandlar spridning i kort-,
respektive langvagsapproximationen (Rayleigh-spridning). Flera exempel med an-
tenntillimpningar illustrerar metoderna. Spridning mot flera objekt analyseras i
avsnitt 3.7, och avslutningsvis presenteras i avsnitt 3.8 nagra numeriska exempel,
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Matpunkt

Figur 3.2: Fjarrfiltet fran en spridare i V.

som illustrerar teorin i detta kapitel.

Teorin som behandlas i detta kapitel har, som redan papekats, flera tillampningar
inom antennteori. Aven andra tillimpningsomraden &r aktuella, t.ex. inom radar,
fjarranalys och optiska fibrer.

3.1 Fjarrfalt

Av sérskilt intresse inom spridningsteorin dr hur filten ser ut pa stort avstand fran
spridaren, i den s.k. fjdrrzonen. Begreppet "stort avstand” ar relaterat till spridarens
storlek och till vaglingden A = 27 /k. Om r ar avstandet fran ett origo i volymen Vj
till observationspunkten, se figur 3.2, innebér stort avstand att

r>d (a)
r> kd* (b) (3.3)
r>> A (c)

dér spridarens maximala utstrackning d ges av

d = max |7'|
r'eVs
I ett spridningsproblem finns tre ldngdskalor—spridarens maximala utstrickning
d, vaglangden X\ och observationsavstandet r. Fjarrzonen innebér att observation-
savstandet r ar mycket storre dn de Ovriga tva lingdskalorna d och A (kr > 1),
samt att r > kd>.

I detta avsnitt kommer vi att behandla tva olika formuleringar av fjarrfaltsana-
lysen. Den forsta dr en formulering med de inducerade strommar som det infallande
faltet genererar i spridaren. Detta ger oss en volymformulering av problemet. Ana-
lysen fran avsnitt 2.1 kan anvindas i detta fall.

Ett mer allmént angreppssétt ger dock en formulering som bygger pa ytintegral-
framstéllningen fran avsnitt 2.3.1. Denna formulering bygger mycket lite pa vad det
spridande materialet inuti volymen V; bestar av och &r dérfor mer generell.
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3.1.1 Volymformulering

[ avsnitt 2.1 hirledde vi att det elektriska féltet fran en given stromtéthetsfordelning
ges av (2.12). Om den, av det infallande filtet, inducerade stromtéitheten® &r J
kommer det spridda filtet E, att bli

B.(r) = iwpop {H vv] / / / 4;(:_2,' () dof (3.4)

Stromtatheten J, induceras av det infallande féltet, men vi behdver inte specificera
den nédrmare. Vart forsta mal i detta avsnitt blir att bestdmma det dominerande
bidraget hos det spridda elektriska féltet i fjarrzonen.

Avstandet |r — /| mellan kéllpunkt 7' och observationspunkt = skriver vi forst
om som en skaldrprodukt.

|1°—r'|:\/(r—r’)-(r—’r’):\/7’2—|—7"’2—2’r-’r’

diar r = |r| och ' = |r/|. Infor enhetsvektorn # = r/r som pekar fran origo mot
métpunkten. Avstandet |r — 7| kan vi, med hjélp av /1+2 = 1+ /2 +
approximera med det ledande bidraget.
2
! r’
- —2r-— e
(7“) e } (3.5)

"\ 2 7! 1
lr—7|=r 1+(—> —2F-— =71+ =
T r 2

=r—7-7'+0(d*/r), dd r — o

dér spridarens maximala utstrackning d ges av

d = max [r’|
r’'eVs

Greenfunktionen kan nu skrivas som
eik\'r—r’ | 1

Am|r — 7| "y (14 0(d/r))
ikr
:e_e—ik’f‘m/ (1 + O(de/r)) (1 + O(d/r))

4rr

exp{ik (r —# -7+ O(d?/r))}

Det dominerande bidraget till det spridda elektriska féltet i (3.4) blir

E,(r) = iwpiop [I+ VV] / / [t
4rr

Notera att vi hiar har anvéant villkoren (3.3)(a) och (b) men &nnu ej villkor (c).

3Skilj pa stromtitheten J,, som genererar det spridda filtet, och Jg, som anvinds som beteck-
ning pa ytstromtéitheten vid en skiljeyta, se (1.12) och (1.13).
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Det ar nu lampligt att infora vektorfiltet K (7) definierat av

e

Notera att K vésentligen dr Fouriertransformen i rummet av stromtédtheten J
evaluerad i punkten kr. Detta falt ar endast en funktion av r:s riktning, =, till
métpunkten och inte pa avstandet r. Det elektriska filtet kan nu skrivas som

eikr

E,(r) = {I+ kav} (kr K(fﬁ))

Med riaknereglerna for V-operatorn far vi

ezkr

v [6;:1{(7@)} =V K(#)+K(#)-V (ekl;)

Eftersom K (7) endast dr en funktion av riktningen 7, som vi anger med de sfariska
vinklarna 6 och ¢, och ej pa avstandet r, sa blir, se appendix D
1 0
— (K,
rsinf 0¢ (o)

0 (sinfKy) +

K (7
Vv () = rsinf 00

och avtar darfér som 1/r. Ky och K, dr K:s 6- och ¢-komponenter. Vi far

%v- FZK@)} _ %K(f“) v (ek];) (1+0((kr)™")
— it K(# )e;ir (1+0((kr)™))
och pa liknande sitt far vi
k2v {v . [i:K(%)} } _v {%r : K(f)el: (1+ O((kr)l))}
ik

(1 +O((k‘r)_1))

Det dominerande bidraget till det spridda elektriska féltet i fjarrzonen blir dérfor

ezkr ezkr

= x (K () x 7)

dir K, dr K:s r-komponent och dér vi i andra likheten anviint BAC-CAB regeln®.
Notera att vi hér har anvint det aterstaende villkoret for fjarrzonen (3.3)(c). Till
slut far vi

E(r) = [K(r) - 7K,(r)]

<>

eikr
kr

4Generellt fas projektionen av en vektor A i ett plan vinkelritt mot en riktning 7 genom

A =nx(Axn)

E r)=

F(#)
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diir
F(#) = i x (K(#) x #) = ”O"A /// T Y x| (3.6)

Vektorn F(7) kallas vagens fjarrfiltsamplitud och ar alltid vinkelrdt mot 7. Det
spridda elektriska filtet i fjarrzonen ar saledes en sfirisk vag med en polarisation
som &ar wvinkelrdt mot sin utbredningsriktning .

For att berdkna effektflodestatheten behover vi dven det spridda magnetiska
faltet H, som ar associerat med E,. Faradays lag ger

1
iknon

H,r)= V x E(r)
Det dominerande bidraget i fjarrzonen blir

H(r)

eik'r 1 eikr
F(7 ~ F(s
anonv X { = (r)} ——17 X F(7)

1 e . -
= [oni) - on,0)]

Vi har hér infért komponenterna Fy = F' - 6 och Fy = F - q;_’), och bidrag som
avtar snabbare &n 1/kr har forsummats. Notera att dven H ¢ dr vinkelrdt mot # i
fjarrzonen.

Effektflodestéatheten for det spridda féltet far vi sedan latt ur Poyntings vektor

1 . 1 . . . n
<Ss(t)>: iRe{Es X Hs} = WF(T‘) X (7’ x F (7’))
vilket ger med BAC-CAB regeln
<S> P = o [[Fo(P) + [P
2nonk?r? 2nonk?r?

eftersom F' ar vinkelrat mot 7. Som vantat ar effektflodestatheten riktad radiellt ut
léngs utbredningsriktningen 7.

3.1.2 Ytformulering

Ytformuleringen som presenteras i detta avsnitt ar i flera avseenden mer allmén &n
den foregaende volymformuleringen. Den kanske viktigaste skillnaden ligger i att
inga explicita antaganden om materialet inuti spridaren eller det spridande omradet
behover goras i denna ytformulering, utan materialen kan t.o.m. vara icke-linjéra,
dvs. material som &r mer generella &n de vi behandlar i denna bok.

De ytintegralframstéallningar av E- och H-félten som utvecklades i avsnitt 2.3.1
var hérledda under férutsiattning att E- och H-falten uppfyller Maxwells faltekva-
tioner utan kélltermer i ett omrade V', se figur 2.5 pa sidan 59, dar materialet &r
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Figur 3.3: Geometri for anvindning av ytintegralframstéllningen av falten.

homogent och isotropt, dvs. filten satisfierar

V x E =iknonH
k
VxH=—i—F
N7

Dessa integralframstéllningar ger E- eller H-féltet i volymen V uttryckt i tangen-
tialkomponenterna av E och H pa begransningsytan S till V. Utanfér volymen V
ger dessa ytintegraler virdet noll. Som redan papekats behéver ytan S inte vara
en skiljeyta mellan tva olika material, utan den kan vara en godtycklig yta. Ytin-
tegralframstéallningen kan vi t.ex. tillampa pa det infallande filtet E; i volymen Vj
eftersom E; uppfyller (3.1) i V. Ekvation (2.27) ger (r ¢ S5)

~ iy {v y //g(k, v — |)(A(r) x Hi(r’))dS’}

(3.7)
E;(r), r innanfor S

/ A / !/ !
V x Z/g(k, lr —7']) (n(r’) x E;(r")) dS {07 r utanfor S,
dér normalriktningen &r utatriktad som anges i figur 3.3. Notera att filten, n x E;
och n x H;, i integranden ovan dr gransvirden tagna fran insidan av Ss. Vidare
paminner vi om att den nedre ekvationen inte innebér att det infallande faltet E; &r
noll utanfor S, utan endast innebér att integralerna pa vénstra sidan tar ut varann,
se diskussionen i anslutning till (2.24) pa sidan 62.

Vi kan ocksa anvénda ytintegralframstéllning pa ett annat sétt i vart sprid-
ningsproblem. Tillimpa integralframstéllningen pa det spridda faltet E, utanfor
volymen V. Det &r da lampligt att starta med en begréansad volym V' bestaende av
ett omrade utanfor volymen V, men innanfor ytan Sg, som &r en sfir med radie R,
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se figur 3.3. Ytan Sg, som vi antar ha tillrickligt stor radie sa att V; omsluts, ar hir
en fiktiv begransningsyta, alltsa ingen grians mellan tva material. Ytan Sy ddremot
ar skiljeyta till volymen V. Filtens viarden &r hér griansviardena tagna fran utsidan
pa S (svarar mot gransvirdena i volymen V'). Med de normalriktningar som anges
i figur 3.3 (utatriktad fran volymen V; och utatriktad fran ytan Sg) far vi foljande
framstéllningar av E—faltet, som uppfyller (3.2).

—ﬂ@vX{vX// (k, |r —+'|) ()xH()mS}

—VX// (. |r — 7)) (') x EJ(r')) dS’

+ﬂ@vX{vX// (&, |r — +')) ()xH()mS}

E (r), r utanfor Sy
+V x //g(k, lr —7']) (n(r') x Ey(r')) dS’ = men innanfér Sy
0, annars
(3.8)
Notera att integralframstéllningen nu ar tillampad pa ett yttre omrade sa att in-
nanfor, respektive utanfor ytan S, 4r omvéant mot tidigare.

De tva integralerna 6ver ytan Sg ar oberoende av radien R, vilket latt ses genom
att ater anvénda integralrepresentationen pa volymen mellan tva koncentriska sfarer
Sgr, och Sk, med radier R; och R,. Sfarerna Sg, och Sg, antas bada omsluta volymen
Vs. For ett r» innanfor bada ytorna Sk, och Sg, géller da

ISRl (T) = ISR2 (’l")

dar

Virdet pa de bada ytintegralerna 6ver ytan Sy ér darfor oberoende av R for tillrack-
ligt stora virden pa R. Fysikaliskt innebér detta konstanta bidrag en reaktion pa
det spridda féltet E, fran stora avstand. Ett sadant bidrag &r ofysikaliskt och dérfor
viljs detta konstanta bidrag till noll. Tillrackliga villkor pa det spridda féltet for att
detta skall vara uppfyllt skall vi nu diskutera.

Elektromagnetiska randvérdesproblem, sasom spridningsproblem, &r inte enty-
digt bestdimda med enbart Maxwells fialtekvationer utan vi behover specificera falt-
ens viarden pa omradets randytor. Det spridda filtets uppforande langt fran origo,
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de s.k. utstrdalningsvillkoren,® definieras av®

(7 x Ey(r)) —nonH(r) = o((kr)™")
{77077 (7 x Hy(r)) + Ey(r) = o((kr)™") da r — oo (3.9)

Dessa relationer antas halla likformigt i 7 da r — oco. Namnet utstralningsvillkor
dr uppenbart om vi berdknar den effektflddestéthet, <SS (t)>, som ett sadant falt
astadkommer.

<S,(t)> = %Re{ES « H'} = — Re {E. x (i x E)} + of(kr)™)

2n0m
1
= _—Re{r|E,> — E:(r-E,)} +o((kr)™")
2n0m

r 2 -1
Sl B+ ol (k) )
Hér har vi anvint BAC-CAB regeln, a x (b x ¢) = b(a - ¢) — ¢(a - b), samt bada
utstralningsvillkoren. Vi ser att det dominerande bidraget till effektflodestdatheten
genom ytan Sgi pa stora avstand &r <.Ss(¢t)>-7 > 0, dvs. effekten strommar ut ur
ytan Sg.
Vi skall nu visa att utstralningsvillkoren i (3.9) implicerar att

4

//\ES(T’)\QdS’

Sr
//If“’ « H ()2 dS’
Sr

ar begrénsade i gransen R — oo. Den totala effekten som det spridda féltet trans-
porterar bort till odndligt avstand ar darfér en éndlig storhet. For att visa detta
utgar vi fran foljande identitet:

\

// Inon (7' x Hy(r')) + Ey(r')[? dS’
S

_ //{ngn%’ < HL(r)? + |, (r") + 2Re[non B3 () - (# x HL(r'))] } ds'
SR

®Dessa villkor kallas ofta Silver-Miillers utstralningsvillkor, se S. Silver, “Microwave Antenna
Theory and Design”, M.I.T. Radiation Laboratory Series Vol. 12, McGraw-Hill, New York (1949)
och C. Miiller, “Foundations of the Mathematical Theory of Electromagnetic Waves”, Springer-
Verlag, Berlin Heidelberg (1969).

SVinstra ledet #r en vektor och o-symbolen betyder hir att varje kartesisk komponent av
vektorn gar som o((kr)~!). Liknande betydelse kommer att anviindas fér O-symbolen tillimpad

pa vektorer.
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Den sista integralen skriver vi om med hjélp av divergenssatsen applicerad pa voly-
men V mellan S och S,.

//ReE* (P x Hy(r'))] dS" = Re// (r') x Ex(r"))] dS'
—Re //n (') x EX(r'))] dS' + // v " x EX(r ))dv’}

Vi anvinder Maxwells fialtekvationer (3.2) i volymintegralen.
Re{ V" (H,(') x B1(r")) }
= Re{ Bi(r') - (V' x H, (1)) = H,(r') - (V' x E()) }
= —Re{i (") — ik HL()?} = 0

o7
Vi far saledes att utstralningsvillkoret (3.9) medfor

0= lim // o (# x HL (")) + B (r')|? dS'
SR

= Jim //{n%nzlf’ X H(r)] + |, ()} a'
+ 2non Re{// [n(r') - (Hy(r') x Ey(r"))] dS’}

Eftersom integranden i integralen 6ver Sgi &r icke-negativ och den sista integralen
(6ver Ss) ar oberoende av R far vi

4
/ B,()PdS’ = 0(1)
o da R — oo (3.10)

/ i x HL(#)[2dS' = O(1)
\ Sk
dvs. begransade i gransen R — oo.

Vi 6vergar nu till att visa att utstralningsvillkoren utgor tillrackliga villkor for att
integralbidragen fran Sg i (3.8) férsvinner. Pa stort avstand fran observationspunkt-
en r, r’ > r, och for fixt » uppskattar vi de dominerande bidragen till termerna i

integranden (a dr en av r oberoende vektor och & = (v' —r)/|r —7'| = =V|r —7'|).
V x (g(k, |r —7r'))a) = Vg(k,|r —7']) x a
o eik|7*fr’\ A
ik|r—7r'|
V x (Vg(k,|r — ') x @) = —k*—~— & x (é x a) [1+O((klr —')™")]

At|r — /|
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eftersom 1V x (e x a) = O((klr —7'[)™"). Notera att differentieringen sker med
avseende pa de oprimmade variablerna. Vidare giller att, se (3.5) (byt primmade
och oprimmade variabler)

P =7 | =7 —# -+ +O0@*)r)
e=(r'—r)/lr —r'| =¥ (1+0(r/r))

Det asymptotiska bidraget till I, i (3.8) blir (n = #’ och ' = R pa ytan Sg).

zk|'r |
ik / [ o (o 67  HL) 487 6 x Bur)) S

drclr — /] 'r’|

+// [OWkR) )i x (# x (# x H.(+"))) } s’
N //{O(mR)?)f# < (# x B.(r) } dS

Genom att anvinda Schwartz olikhet” pa de sista tva integralerna, och genom att
anviinda (3.10) finner vi att integralerna bidrar med O((kR)™!). Utstralningsvillko-
ren (3.9) ger till slut att det asymptotiska bidraget till I, blir

zk\'r 7’
@k// T < o < HL(r') + By(r)]} dS' + O((kR) ™) — 0,

47T]r—r’|
da R — o0

Ekvation (3.8) forenklas dérfor till

z@vX{vX// (, |r — ') (R(r) x (’))dS’}

+V><// k; |r—r| ( ) ( /)) as’ — {ES(T), r utanfor S,

0, r innanfor S

(3.11)
Notera att det spridda elektriska och magnetiska félten ingar i ytintegralerna. I
manga sammanhang dr det mer liampligt att ha integraler dér det totala faltet
E = E,; + E; ingar. Vi kan fa detta genom att kombinera ekvationerna (3.7) och

"Schwartz olikhet for ytintegraler ir

[frowns

<\l//|f stJ//w r)?ds



80 Inledande spridningsteori Kapitel 3

(3.11). Detta uttryck blir en ytintegral i totala féltet 6ver ytan S.

ZMVX{VX// (k. |r — ') (') x H(r ))dS’}

+VX// (k. r — ']) (R(r') x E(r')) dS’:{ Ei(r), 7 utanfor S,

E;(r), r innanfor Sy

(3.12)
Detta uttryck och (3.11) utgoér huvudresultaten i detta avsnitt. Dessa bada uttryck
ger en allmén framstéllning av det spridda féltet i filtets randvirden pa S;.
Vi soker nu ett uttryck for fjarrfaltsamplituden med hjilp av (3.11). I fjarrzonen,
e (3.3), erhaller vi foljande dominerande bidrag till integrandens termer

Colk, I —v]) = mek (1+O(kd?/r)) (1 + O(d/r)
ikr
L 0(hfr — #) = it (1 Ok ) (14 O(dr) (1 + O((hr) )

eftersom 1/kV f(r) = O((kr)™"). Vidare giller att

1

LV (Yl |r — ') x a)
B eikr
Arkr

dar a ej beror pé r. Fjarrfaltet blir darfor med (3.11)

E(r) / / 77077 ) x H(r )) X 7+ <'ﬁ(r’) x Es(r’)>] ik gy

e M x (@ x #) (14 Okd?/r) (1+ O(d/r) 1+ O((kr) ™)

Vi kan skriva detta som

B.(r) = F(#)
déar
F(i) = z’j—ﬁf* x / / [2(r') x Bo(r) = noni x ((r') x H(r') | e ds' (3.13)

Detta &r ett alternativt uttryck pa fjarrfaltsamplituden formulerad i endast det
spridda filtets varden pa begransningsytan till spridaren. Nagra antaganden om ma-
terialet innanfor Sy har inte gjorts. Detta uttryck pa fjarrfaltsamplituden &r saledes
mer generellt &n det som héarleddes i volymintegralformuleringen. Vi ser ocksa direkt
att F' i denna formulering endast har 6- och (}’)—komponenter och ingen r-komponent.

Om (3.12) anvénds som utgangspunkt for fjarrfaltet far vi helt i analogi med
hérledningen av (3.13) foljande uttryck i de totala félten:

F(r)=1i—7 X // [ﬁ,(r’) x E(r") —noni x (A(r') x H(r")|e *™ ds" (3.14)

Detta uttryck ar ocksa anvédndbart i manga sammanhang.



Avsnitt 3.2 Spridningstvarsnitt 81

3.2 Spridningstvarsnitt

Om de elektromagnetiska egenskaperna varierar i rummet, abrupt, som t.ex. vid
randytor, eller kontinuerligt, kommer det elektromagnetiska féltet att paverkas av
denna variation. I ett elektromagnetiskt spridningsproblem delas det elektriska féltet
upp i summan av tva delar.

E=FE,+E;

Den forsta filtet, E;, &r det infallande féltet som man experimentellt har kontroll
over. Detta filt antar vi hiir #r en plan vag® med utbredningsriktningen k;, dvs.

Ei(r) = Ege'*&"

Styrkan och polarisationen av det infallande féltet ges av den komplexa vektorn Fy,
som &r féltets virde i origo. Det infallande magnetiska filtet dr, se (3.1)

1 . e 1 -
Hi(r) = V x Ey(r) = <k X E0> kR — ~ fx By(r)

Zk77077 Ton Ton

Den komplexa vektorn FE, ar vinkelrdt mot 12:2 (polarisationen &ar vinkelrdt mot
utbredningsriktningen) eftersom, se (3.1)

= k- [Ifc, % <i€Z % E0>] ikkir _

Om den plana vagen ar linjiart polariserad har den komplexa vektorn E, formen
E, = pyEy och filtet E; forenklas till

Ez' (T) = ]A?OEgeik’;:i'T

dér den reella enhetsvektorn p, uppfyller p, - I%Z = 0 och Ej &r ett komplext tal.

Det andra filtet, det spridda féltet E, ar storningen i det elektriska féltet till
foljd av avvikelserna i de elektromagnetiska egenskaperna i V; mot omgivningen.
Detta falt &r noll om V; saknas, dvs. ingen storning finns. Fran tidigare avsnitt
har vi sett att detta spridda filt pa stort avstand fran Vj &r en sfirisk vag med
transversell polarisation.

kr
dér vi tidigare hérlett explicita uttryck pa fjarrfaltsamplituden F'(7). I volyminte-
gralformuleringen géller, se (3.6)

/{32
F(i) = = x /// T J () do X #

8Detta falt har sina kallor i ofindligheten och kan fis genom lamplig grinsprocess av killor pa
andligt avstand.
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medan i ytfiltsframstéallningen, se (3.13)
F() =i x [ [[a) < B = noni x (2ls") x B ]e 0 ds'

Den effektflodestéthet (effekt per ytenhet) som det spridda féltet for med sig
bort fran V; visades ocksa vara, se sidan 74

r 2

[ F(7)

1
<S,(t)>=-Re{E,x H!} = ———
med vagimpedansen 7 for materialet givet av (2.25).

Pa liknande sétt kan effektflodestétheten for den infallande vagen berdknas. Vi
far ) .
<Sit>:—Re EZXH;(( :—RG{EZX<£31XE:)}
(1)>= 5 Re By x H}} = 5
Forenkling med BAC-CAB regeln och k;-E;=0 ger

~ ~

Q 2n0m” T 2n0m

Ett matt pa hur mycket volymen V; sprider uttrycks av det differentiella sprid-
ningstvdrsnittet’

Eof? (3.15)

do o <Ss(t)>T

i
Denna storheten ér kvoten mellan den spridda vagens effektflodestédthet och motsva-
rande storhet for den infallande vagen. Storheten dr normaliserad med r?, dér r &r

radien pa den sfiar dar det spridda faltet berdknas. For vi in effektflodestiatheterna
fran ovan far vi

do . .. |F@#)P

2 k) = L

0" k) = TR

Den totala effekt Py som volymen Vj sprider ar integralen av < S(t) > 6ver en
sfar'® med radie r. Vi far

P, = // <8y(t)>idS = — /|F(fi~)|2dQ (3.17)

2nonk?

(3.16)

Sfar radie r

dér integrationen i den andra integralen sker 6ver enhetssfaren och d€) = sin 6 df d¢.
Det totala spridningstvirsnittet os definieras som den totala effekten Ps dividerat
med <Sl(t)>kl, dvs.

P, 1
<8;(t)>k; K|E

o) = = [[ IF@Rae

9Storheten 47r§—6 gar ofta under namnet bistatic cross section i teknisk litteratur. Symbolen s—g
4r inte att betrakta som en differential i matematisk mening, utan endast en beteckning pa en kvot
mellan tva storheter. Notera att det differentiella spridningstvirsnittet har enheten area.

0P34 sidan 87 visar vi att det &r egalt vilken yta som effekten P, beriknas pd, bara den omsluter
Vs. Vi viljer hir en sfir med tillrickligt stor radie och anvénder fjarrfiltsuttrycken.
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eller om det differentiella spridningstvérsnittet j—g infors

do
s = — dS)
? / a0
Spridaren, som begrédnsas av ytan S,, absorberar i de flesta fall elektromag-

netisk energi. Den totala effekt som spridaren absorberar kan uttryckas med hjalp
av Poyntings vektor.

[ / / %Re{E(r’) « H*(r)} - a(r') S’ (3.18)

Detta ar den totala elektromagnetiska effekten som gar in i volymen V; och som
absorberas dir (omvandlas till andra energiformer). Den totala absorberade effekten
definierar det totala absorptionstvdrsnittet o,.

I

Oa l;il =7
( ) <Si(t)>'ki

Det totala spridningstvirsnittet och det totala absorptionstvérsnittet kombineras
ofta till det totala tvirsnittet'' o, som definieras som

P, + P

g, ’%z :U(l’;ﬂi + o5 iflz =
() = oull) + o) = —

(3.19)

3.3 Spridningsdyaden

Vi later for tillfallet infallsriktningen k; och observationsriktningen 7 vara fixa och
ej parallella. Det plan som definieras av enhetsvektorerna k; och 7 kallas spridnings-
planet. Definiera tva enhetsvektorer e;, = e, , som ar vinkelrdta mot detta plan,
samt tva enhetsvektorer, &;; och &g i spridningsplanet, som &r vinkelréta mot k;
respektive 7, se figur 3.4. Definitionen pa dessa enhetsvektorer ar

. kiXA . kZX’IA“
€ = €s) = 7=

ki x 7| \k; x 7|
éZ”:éU_XkZ 63”:65LXT‘

En godtycklig polarisation, E, hos det infallande faltet
Ei(r,w) = Eoc™ker
kan skrivas som en linjirkombination av basvektorerna e;; och €;

1 Aven bendmningen utsldckningstvdirsnitt forekommer.
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z .
? r
& = ésJ_
0=eé,
\9\ T Spridningsplan
Y
€|
x Infallande vag

Figur 3.4: Definition av spridningsriktningar. I figuren &r den infallande vagens
utbredningsriktning vald till 2, vilket leder till att €;, = és;, = ¢, &, = 6 och
€il| = P

eftersom E, dr vinkelrdt mot k;. Vektorfiltet E, &r det infallande filtets virde i
origo.
Pa samma sitt kan fjarrfiltsamplituden, F(7), skrivas som en linjarkombination

av e och e,
F(r) = és Fj(7) + &, FL(7)

eftersom F' ar vinkelrdt mot 7.
Avbildningen fran det infallande faltets varde i origo, E,, till det spridda faltets
fjarrfaltsamplitud, F', kan skrivas som en linjar transformation (eller en dyad) S

verkande pa vektorn E;.'? X
F(#) = S(#, k) - E, (3:21)

Denna linjara transformation kallas spridningsdyaden, spridningsmatrisen eller S-
matrisen. Spridningsdyaden, S(7, I%Z), beror pa spridaren och pa k; och 7, men Ar
oberoende av koordinatsystem och det infallande féltets vérde i origo (endast dess
infallsriktning).®

12Vi antar att spridaren bestar av ett linjirt, passivt material.
13Under vissa svaga antaganden pa spridaren, t.ex. linjirt, passivt, isotropt material, kan man
visa att spridningsdyaden satisfierar f6ljande symmetriegenskap:

) EY = EY-S(—k, k) B2,  for alla filt ES, E}

(R K2
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Transformationen S(7, k;) representeras naturligt i basvektorerna som definier-
ades ovan. Den infallande vagen karakteriseras av amplituderna {EZ-”, E; L} och det
spridda filtet av { F}(7), FL(#)}. Vi skriver transformationen pa foljande form:

(FO)- (30 8 (B)-memn (B)  om

Elementen i spridningsmatrisen, S), S, 51 och Sy 1, dr fyra komplexa tal som
karakteriserar det spridda faltet i fjarrzonen, givet det infallande féltets vérde i origo,
E,.
Det differentiella spridningstvérsnittet, (3.16), kan uttryckas i spridningsdyaden
pa foljande sétt:
do

m(rv kl)

_|F@)P _ E;-S'(#.k) - S(.k) - By
k2|E0|2 k’2|E0|2

Hermitekonjugering av dyader anges med ”dolktecknet” (7).

I avsnitt 1.4 definierade vi koherensmatrisen for ett kvasi-monokromatiskt falt.
Med {éi\h é; L}, respektive {éS”, €, L} som basvektorer definierar vi koherensmatris-
erna for det infallande och det spridda féltet, se (1.42) pa sidan 31.

* * 1‘
3, = (Jin I Jini) _ <<Ez‘Ez‘*> <Ei||Eii>> :<(Ez‘||(t)> (Ein(t)) -
iy Jiry <Ei B> <E, B> Eii(t)) \Ei.(t)
och
7, = (Jsm Jslu) _ <<F||F|T> <F||Fi>) :<(F(t)) (F||(t)>T>
* JSJ_” Jsi | <FJ_F]T> <FJ_FI> FJ_(t) FJ_(t)

Med hjélp av definitionen pa spridningsmatrisen, (3.22), far vi

=<0 (1) (9 (2210)) =< (BL00) (B2 >
-<(2) (B1) - - m

eftersom spridningsmatrisen [S| antas vara tidsoberoende.
Polarisationen av en infallande planvag, planpolariserad med en vinkel o mot
spridningsplanet, och amplitud Ej ges av, se figur 3.5
E,=E, (éiH cosa + e; | sin a)
Koherensmatrisen for det infallande faltet blir i detta specialfall

3] = |Bo|” (

cos’a  cosasina
sin o cos o sin? o

eller P b oa
S(—k; k:-):St(—k:- k;)

2 ? (R K2

Denna egenskap ar en foljd av att spridarens material dr reciprokt.
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€il

sl

Figur 3.5: Definition av vinkeln «.

Motsvarande fjarrfaltsamplitud blir
F||(’IA‘) —E SH I S”L cosa) E SH I COSCY—FS”LSinOz
FL(’IA“) 0 SJ_” S sin o 0 SJ_”COSOé—f—SLLSiIlOé
och det differentiella spridningstvéirsnittet i ekvation (3.16) blir

do ) IEOE R (") _ Tr[a
dQ k2| El|? k2| Eol|? k2 | Ey|?

—%{ [|S|| o+ ‘SL|||2] cos® a + “SHL|2 + ]SLL\Q} sin® o

+2Re [ 1S+ S5t 4] sinacosa}

I manga sammanhang har den infallande vagen ingen bestdmd polarisation. Ko-
herensmatrisen for den infallande vagen &r i detta fall diagonal, se (1.44) pa sidan 33

<|Eo(t)|*>
3= =2 2
och motsvarande koherensmatris for det spridda faltet blir
| Eo(t)|*>
[Js] = 0— [S]1s]'

<|Eo(t) 1Sil” + 1Syl SISty + SISty
2 SL||S“||+SLLS‘|L ‘SJ_”’ +|SLL|2

Uttrycket for det differentiella spridningstvérsnittet for en opolariserad infallande
planvag blir

do . Tr[J]

a0 B <[Eo(0)’> 2k

opol

{|5||M +[Sy2l* + |Suyl” +|5u|}
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och polarisationsgraden hos det spridda féltet for infallande opolariserat félt blir

| 4det [J,] . 4 |det [S]|?
opol T T T N2 - 2
! (Tri) <‘SHII‘2+‘Slli‘2+‘SLll‘2+|SLﬂ2)

(3.23)

2
4|88 — LS.y

= |1— .
(Iul” + 1S1al” + [Swyl* + 181 .P)

3.4 Optiska teoremet

I detta avsnitt kommer vi att hérleda det optiska teoremet for elektromagnetisk
spridning. Det infallande filtet, E;, antas, liksom i avsnitt 3.2, vara en plan vag.
Vi kommer forst att hirleda en enkel version av teoremet baserad pa en volyminte-
gralformulering. Senare kommer en mer allmén héarledning baserad pa en ytintegral-
formulering att presenteras. I bada fallen kan resultatet tolkas som energikonserver-
ing.14

3.4.1 Volymformulering

Vi later som vanligt spridaren vara innesluten i volymen V, med begriansningsyta
Ss, se figur 3.1. Det totala tvérsnittet o; definierades i (3.19).

P, + Ps

Op =04+ 0s=

dér P, och Ps ar den totala absorberade, respektive spridda effekten, se (3.18) och
(3.17) och <S;(t)>-k; den infallande vagens effektflodestiithet, se (3.15).

P, kan beréiknas som normalytintegralen av  Re (E, x H) dver vilken yta som
helst bara den omsluter V. Detta inses genom att tillimpa divergenssatsen pa ett
omrade V mellan tva ytor S; och Sy som bada omsluter V;, se figur 3.6. Vi far
(jamfor dven liknande analys pa sidan 78)

// (E, x HY) -ndS" — / (E, x HY) -ndS'
// V' (B, x HY) dv—///{ ‘X B,) H'—E,- (V' x H)} dv
///{anonlﬂl —z—|E\}d'

4Den intressanta historiken bakom det optiska teoremet dr utforligt skildrat i R.G. Newton,
“Optical theorem and beyond,” Am. J. Phys., 44(7), 639-642 (1976).




88 Inledande spridningsteori Kapitel 3

Figur 3.6: Tva ytor som omsluter V.

Tag nu realdelen av detta uttryck och vi konstaterar att

// <Ss(t)>-'f1,dS’:// <S8 (t)>nds
SQ Sl

Vi kan déarfor berdkna P, genom att integrera ver ytan S (griansvérdena pa falten
tagna utifran). Vi far déarfor med (3.18)

1
Pa+P5:§Re//{ESxH:—ExH*}-fhdS’ (3.24)
Ss

Divergenssatsen medfor

1
Pa+P8=§Re///v-[Es><H:—E><H*] dv'
Vs

:%Re///{(vXES)-H:—ES’(VXH:)

—(VxE)-H*+E-(VxH*)}dv/

Vi anvander nu Maxwells filtekvationer i volymen V.

VxE,=iwB,
VxH,=J,—iwD,

och motsvarande ekvationer for det totala falten. Eftersom det infallande faltet inte
har nagra kéllor i Vi, blir J = J, i V. Om materialet antas vara isotropt inuti Vj
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Avsnitt 3.4
(vilket &r en kraftig inskrankning) far vi
P+ P, = %Re///{ins~H: — B, |J +iwD]
—iwB H*+E-[J + iwD*]} dv’
:—m[ﬁJmW«HPwHH (B - |BP)

—ES-J:+E~J}dv

_1 * * /_1 * /
—éRe// {E-J _E, Js}dv —2Re// E. J dv
VS' ‘/S

eftersom J = J, i Vi. Vi har dessutom anvint beteckningen 7;, som kan tillatas

variera, pa den relativa vagimpedansen fér materialet inuti V.
Det infallande filtet antas vara en plan vag

Ei(r) = Egc™her

Insatt i vart uttryck for P, + P, far vi

1 1 1.1, /
Pa+PS:§Re///Ef~Jdv’:ERe///e‘Zk’“i"’E;‘;-Jdv’
VS Vs
1 * 7 —ikk; ' / 7
:§Re Eo-kix Je “Tdv Xk
Vs

47 F(fcl)

ik2710 n

Re {z'E;; : F(l%l-)}

k2non

dér vi anviint (3.6) for fjirrfaltsamplituden och att Ey - k; = 0.
Det totala tvarsnittet kan saledes skrivas som

2 Re{zE F(/%)}

o Pa+Ps o k’27777
<Si(t)> ki =
47 N
= ——R E; - F(k;
k2 {|Eo’2 ( )}

Till slut far vi det optiska teoremet

dr | {Eg.F(ki)} B 4wIm{E3-S(l%i,l%i)-Eo}

T B> [ R B2
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dar vi anvint (3.21) for att skriva om fjarrfaltsamplituden i spridningsdyaden S.
Specialfallet med linjért polariserad infallande vag Ey = pyEy ger féljande forenk-

ling:
Arr Do - F(k;) Arr . L
Oy = —— ]{32 Im {TO —ﬁlm{pOS(k:“kl)po}

3.4.2 Ytformulering

En hérledning av optiska teoremet baserat pa en ytintegralformulering ar mer gene-
rell &n volymintegralformuleringen. Vi kommer, som vi snart skall se, inte att behdva
gora nagra antaganden om materialet inuti volymen V.

Hérledningen startar pa samma sétt som i volymintegralformuleringen ovan med
ckvation (3.24).

1
Pa+Ps:§Re//{ESxH:—ExH*}-ffzdS/

Re//EixH;‘-ﬂdS’:O
Ss

Detta inses ldtt genom att anvénda divergensteoremet pa normalytintegralen och
utnyttja att det infallande féltet ar kallfritt i Vj, se (3.1), dvs.

//EXH* ndsS' = Re// V' (E; x H}) dv
_Re///{H* E)— E:i- (V' x HY)} dv
:Re/// {iknon\Hi\Q—z—\EiE} dv' =0
2 To7)

Vi kan dérfor skriva om uttrycket pa P, + P; genom att addera denna integral
over det infallande faltet.

Nu ar

1
Pa+Ps:§Re/ (E, x H — E x H*} - A dS’

Ss
1
zéRe/ (E,xH' —ExH!—ExH'+E; x H'} -fdS
Ss
1
:—§Re/ (E;x H + Ex H — E; x H:} - 2dS’
Ss

1
:—§Re/ (E: x H* + B, x H'} - 2 dS’
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Det infallande faltets explicita uttryck sdatts nu in

Ei(r) = Eoe™
1 1 . .
H;(r) = - VXE,=— (&, xE €Zkki.11
(r) iknon 7]077( o)

och vi far

1 1.1 / 1 ~ 1.1, /
P+ Py = =5 Re // {e’“’“ Eox H;+ —E, x (k; x Eg)e ™ } A dS’
Yy
S

1 1 - _—
= ——Re// {EE’; x Hy+ —FE, x (k; x Eg)} . e kR 4o
2 on

Anvéndning av cyklisk permutation, BAC-CAB-regeln och Ej - k; =0 ger
E, x (ki ng)} A= (A x E,) (k;x E}) = —E- [k X (fﬁ,xEs)]
(Ef;xHS)-ﬁ:—E’[;-(ﬁxHS):ES-{I%i>< [kx (ﬁst)]}
Uttrycket for P, + P, blir

Py + P

1 ) ) o
= _2 Re ES . // kl X {'fl % ES(,’,/) - 7]07]’{:1 % (’fl % HS(T'/))} e*lk)ki-’r dS/
o7
Ss

Vi ser att detta uttryck nu kan identifieras med fjérrfaltsamplituden F' i ekva-
tion (3.13) evaluerat i framatriktningen 7 = k;. Resultatet blir

1 47 A
P,+ P,= ——Re —FE; - F(k;
n %nﬁwo <ﬁ

och vi far till slut
_P,+P, 4r E; - F(k)| 4r E!-S(k; k;) - E,
W—Tﬁf—ﬁl{ﬁﬁr‘—ﬁm B (3.25)

2nom

vilket &r identiskt samma uttryck som i volymformuleringen, men med betydligt
svagare antaganden om spridaren. Specialfallet med linjért polariserad infallande
vag Ey = pyEy ger

4rr b, - F(k; drr ) N
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Reflektor

Q/[atarhorn

Figur 3.7: Exempel pa geometri vid antenntillampning.

3.5 Kortvagsapproximationer

De spridningsproblem vi analyserat hittills har varit allménna och utan nagra ap-
proximationer. Spridningsproblemet innebér att ett randvardesproblem, ofta utom-
ordentligt komplicerat, maste losas. I manga situationer d&r man déarfoér, pga. pro-
blemets komplexitet, hénvisad till olika approximativa l6sningsmetoder. I detta av-
snitt kommer vi att introducera nagra approximationer som har storst anvandnings-
omrade vid hoga frekvenser, dvs. for vaglingder som ar korta jimfort med spridarens
karakteristiska lingdskala. Analysen &r inte begriansad till en infallande planvag. Nér
resultat endast géller for planvagsinfall papekas detta sérskilt.

Till utgangspunkt véljer vi ytintegralframstéllningen av det spridda féaltet i en
ytintegral i totala filtet,' se (3.12).

@'%v X {v X // gk, [r — ') (A x H(r")) dS’}
Ss

YN , ;L E (r), 7 utanfor S
+V //g(k,\r #I) ((r) x B(+)) dS _{ A
Ss

Kortvagsapproximationer ér ofta anvénda i antenntillimpningar, och en typisk
sadan geometri &r avbildad i figur 3.7. Det infallande féltet (matande filtet) &r
hédr genererat av ett matarhorn. Spridaren bestar av en metallisk reflektor. Nor-
malvektorn n pa spridaren ar definierad i figur 3.7. Randvillkoret pa den metalliska
reflektorn &r, se (1.13)

nxE=0
Med detta randvillkor blir det spridda filtet (utanfor spridaren)

E,(r) = i%v X {v X //g(k, v — ) (R() x H(r")) dS’}
Ss

5 Framstillningen i detta avsnitt foljer i stort A.D. Yaghjian, IEEE Trans. Antennas Propag.,
32(12), 1355 1358 (1984).
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Figur 3.8: Belyst sida S, skuggsida S, och aperturyta S,.

s

Det okénda féltet n x H pa spridaren identifierar vi som ytstromtéatheten Jg, se
(1.13). Vi kan déarfor skriva om det spridda filtet som

E,(r )_z@vX{vX// (k, |r — +'|) T s(r )dS’}

Matarhornet, som fungerar som kélla, genererar ett infallande falt FE;, vilket
genererar ytstrommar Jg pa reflektorn sa att randvillkoret uppfylls. Vid korta
vaglingder, som det &r fraga om i detta avsnitt, kan spridaren indelas i tva zoner; en
belyst sida och en skuggsida. Skiljelinjen mellan dessa bada zoner konstrueras med
geometrisk optik, dvs. stralar som i optiken. I figur 3.8 betecknas skuggzonen med
S och den belysta sidan S;. Dessa ytor ér i allménhet 6ppna ytor. Normalvektor-
erna for respektive yta anges i figuren.

Pa skuggsidan dr de elektromagnetiska féilten svaga, och kan approximeras till
noll. Denna approximation géller béattre ju kortare vaglingden ar. Det spridda féltet
kan déarfor approximeras med endast en ytintegral 6ver den belysta sidan S .

(>_z@vX{vX// (| — 7/|) T g(r )dS’} (3.26)

Det spridda filtet E, kan berdknas sa snart ytstromtétheten Jg pa den belysta
sidan ar kidnd. Ytstromtatheten Jg ér i de flesta tillimpningar sa komplicerad att
berékna att man far néja sig med att anvinda goda approximationer av densamma.
Vi skall strax presentera nagra vanliga approximationer, som med god noggrannhet
forenklar 16sningen av randvéardesproblemet for korta vagliangder, men forst soker vi
ytterligare uttryck pa det spridda féltet i ytintegraler 6ver andra ytor &n S,. Vi kan
uppna detta genom att tillimpa integralrepresentationen (2.27) pa volymen V', som
begrinsas av ytorna S, och ST se figur 3.8. Ligg miérke till att det infallande filtets
killor antas ligga utanfor volymen V' sa att Maxwells féltekvationer ar uppfyllda
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utan kéllterm i V. Med de normalriktningar som #r angivna i figuren (notera att n
fran S pekar in i volymen V) far vi

—ZMVX{VX// (k| — v/|)(R(r) x H(r ))dS’}
—VX//g(k:, v — 7)) (A(r') x E()) dS’

+2MVX{V><// (k, |r — ') (A(r") x H(r ))dS’}

4V x //g(k, v — ) (A(r') x E(r')) dS' = { (’f(’“)’ v inuti V
/ J

r utanfor V

For ett » utanfor V far vi

ZMVX{VX// (s Ir — 7V T s(r )dS’}

—ZMVX{VX// k, |r — o)) (R ( )xH(r’))dS’}

+V><// (k, |r —r'|) (A(r) x E(r')) dS’

dér randvillkoret n x E = 0 och n x H = Jg anvénts pa ytan S . Detta leder till
att vi kan uttrycka det spridda filtet i (3.26) pa ett alternativt sétt (r utanfor V).

B,(r) = nOnVX{VX// (h,|r — ') ((r) x H(r ))dS’}

+V><// (k,|r —7'|) (n(r') x E(r")) dS’

En férdel med denna formulerlng ar att aperturytan S, dr godtycklig och kan véljas
pa ett sadant sétt att filten E och H pa aperturytan S, ar ldtta att approximera.

Vi dr hér intresserade av fjarrfiltet fran reflektorn och later darfér » — oco. Pa
samma satt som vid hérledningen av (3 13) och (3.14) far vi

2
F(i) = —it 0 [# / / Js(r)e 7 d'| (3.27)

for de tva alternativa ytformuleringarna. Vilken framstéllning man viljer beror pa
vilken approximation som anvéands.
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Ledare

Figur 3.9: Planvagsreflektion mot plan metallisk yta.

3.5.1 Planvagsreflektion mot plan metallyta

I detta avsnitt skall vi hérleda ett koordinatoberoende uttryck for reflektion mot
en plan metalyta. Planvagsreflektion utgor basen till flera kortvagsapproximationer
som behandlas i denna bok, och det &r déarfoér motiverat att studera den i detalj.

Lat k; och k, vara den infallande respektive den spridda (reflekterade) plan-
vagens utbredningsriktningar, samt n metallytans normalriktning, se figur 3.9. Vi
antar att 7o - k; < 0, sa att den infallande vagen verkligen faller in mot metallytan.

Det infallande filten E; och H;, samt de spridda falten E, och H ar relaterade
till varann genom planvagssambanden, se (1.38) pa sidan 28

E; = —nonk; x H; E, = —nonk, x H, (3.20)
nonHz:iCzXEz ’17077H5:i€s XES .
Den reflekterade (spridda) vagens riktning ges av
k, = ki — 20 (n : k:) (3.30)

som innebér ett byte av tecknet pa normalkomponenten jamfért med den infallande
riktningen k;. Notera att ks har enhetslingd genom denna konstruktion. Koordinat-
oberoende rékningar ger

o k= (ko (k) - (k2 ()
SN o\ 2 o\ 2 N2 . .
:k:k:—Q(nk:) —Q(ﬁ-kz) +4<'fz~kzi) ke k=1
Framstéllning av den reflekterade riktningen i (3.30) &r oberoende av koordinat-
representation. Vi kan dven uttrycka detta med reflektionsdyaden R, som definieras

genom
R=1-2nn

Den reflekterade vagens riktning med denna dyad ar
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Vi 6vergar nu till att undersoka de reflekterade féltens polarisation. Pa metall-
ytan géller att det totala filtet, E; + E, skall satisfiera

X (Ez + Es> =0
Av detta ser vi genast att vektorn E; + E, maste vara riktad i n:s riktning.

Storheten A bestiims enkelt mha. (3.29) och (3.30) och villkoren att k; - E; = k, -
E,=0. Vi far

0=k, E, = (kz 2ﬁ< 12:))(13+An)
oo k)B4 (1k) 2 o)
vilket ger (notera att vi antagit att 7 - k; # 0)
A=2n-E,

och en koordinatoberoende framstéllning av det reflekterade elektriska faltet E ges
av

E,=—E;+2n(n-E,) (3.31)

Motsvarande koordinatoberoende framstéllning av det magnetiska filtet fas pa sam-
ma sitt ur (3.29), (3.30) och (3.31).

Vi far salunda det reflekterade magnetiska faltet H
H,=-H,-2nx(nxH;,)=H;,—2n(n- H,)
Sammanfattningsvis far vi féljande koordinatoberoende samband:
E,=—-E,+2n(n-E))

eller med reflektionsdyaden R

k,=R-k;
E.=-R-E, (3.32)
H,=R-H,

S
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Fran dessa relationer far vi omedelbart ytstromtéatheten pa metallytan.
Js=nxH=nx(H;+H,) =2nx H, (3.33)

Vi kommer att anvinda dessa resultat i fysikalisk- och geometrisk-optik-approxima-
tionen i avsnitten 3.5.2 och 3.5.3.

3.5.2 Fysikalisk-optik-approximationen

Fysikalisk-optik-approximationen (fo) kan anvindas om krokningsradien pa reflek-
torn (spridaren) &r stor jamfort med vaglingden. Vi kan i sa fall anta att reflektionen
mot reflektorn lokalt sker som vid reflektion av en plan vag mot en plan metallisk
yta. Detta fall behandlade vi i avsnitt 3.5.1. Vi fann att ytstromtéatheten pa metal-
lytan S, i fysikalisk-optik-approximationen &r, se (3.33)

Js=nxH=nx(H;+H,)=2nx H,

Detta leder till att fjarrfaltsamplituden i (3.27) blir

k? o
Ffo('f’> = —1 77077’;" X |:’IA" X // fl(’l"l) % Hi(r/)efzkr-'r dS/ (334)

vilket kan berdknas sa snart det infallande (matande) filtet kan beriknas pa ytan
Ss.

Uttrycket for fjarrfaltsamplituden med fysikalisk-optik-approximationen ovan
géller &ven om den infallande vagen inte dr en plan vag. Approximationen innebér
endast att reflektionen lokalt sker som vid planvagsreflektion mot en plan metal-
lisk yta. Denna approximation stdmmer bést for korta vaglangder och forutsétter
att spridarens (reflektorns) krokningsradie skall vara stor. Vi kan dérfor forvanta
oss samre noggrannhet om reflektorn har kanter eller horn. Néara kanter och horn
ar falten singuldra. Ett approximationsforfarande som inkluderar &dven kant- och
horneffekter ar den s.k. geometriska diffraktionsteorin (GTD).

Vi avslutar nu fysikalisk-optik-approximationen med att explicit anta att det
infallande féltet &r en plan vag. Vi kan da tala om en explicit bakatriktning for
spridningen, dvs. © = —k;. 1 manga tekniska tillimpningar, t.ex. radar, kan man
endast observera rakt bakat. I bakatriktningen kan vi forenkla fjarrfaltsamplituden
ytterligare. Anvind BAC-CAB-regeln pa integranden ovan med 7 = —k;.

i x [ix () < Hi(r')] = ki x [kox () < Hi(#))]
1

— (& x Hi(r/)) (kz . fl(r’)) = %Ei(r’) (kzz : fﬁ(r')>

eftersom k; - H;(r') = 0 och nonk; x H;(r') = —E;(v') for en planvag i ett isotropt
material. Later vi det infallande elektriska faltet ha formen

Ei(r) = Eoe™
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blir fjarrfaltsamplituden i bakatriktningen
. k2 . o
Fyo(—k;) = —i—Eq / / (kiﬁ(r’)) e?ikkiT g g/ (3.35)

Vi noterar genast att med denna approximation &r fjarrfaltsamplitudens polarisation
parallell med det infallande elektriska faltets polarisation E(, dvs. inga korspolari-
sationseffekter uppstar i bakatriktningen med fysikalisk-optik-approximationen. Det
differentiella spridningstvirsnittet, (3.16), evaluerat i bakatriktningen 7 = —I%Z-, blir

2

do - P szkr /
dQ(_ k;) 472 // k: -n(r dsS

Exempel 3.1
Vi skall i detta exempel berdkna det total spridningstvérsnittet o; mha. fysikalisk-optik-
approximationen och det optiska teoremet. Som utgangspunkt véljer vi (3.34)

2 sy
Fpof#) = i [3 x / [ Aty < Hire e s

med infallande planvag A
E;(r) = Ege'tkim

Vi evaluerar detta uttryck i framatriktningen for att senare kunna utnyttja det optiska
teoremet. Eftersom .
77077Hi(’r’) = ki X El(’l") = k:l' X Eoezkkiq’

géller for plana vagor, far vi
Folks) = k: X // k: X EO) ds’}

Vi férenklar nu integranden mha. BAC—CAB—regeln

b L [ ) [ = - (b)) = Eofan -
G RVY Gl et

ki(f-Eo)—Eq(fv-k;) ki(k;-Eo)—Eq

Fyo(k;) = —szo // K dS’

Integralen i detta uttryck dr den projicerade tvirsnittsarean, A(I;:Z-), av den belysta delen,
se figur 3.10. Definitionsméssigt har vi
/ / ey dS' (3.36)

ty k; - Eg = 0. Vi far
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Figur 3.10: Spridaren med belyst och skuggsida.

och
2

N k A
Fio(k;) =1—EqA(k;
folhe) = i EoAlks)

Det optiska teoremet, (3.25), ger nu
Arr E} - Fy(k;) .

=—1 ——————= > =2A(k;

TR { [Eo|? (k2)

Detta generella resultat géller, trots att det har hérletts med fysikalisk-optik-approxi-
mationen, for en stor klass spridare. Resultatet kallas ibland for utslickningsparadoxen,

~

pga. att det totala spridningstvirsnittet &r dubbla tvérsnittsarean A(k;). Med geometrisk
optik (stralar) och reflektion av dessa kan man forklara en faktor A(k;)—svarande mot
spridarens tvérsnittsarea—till det totalt spridningstvérsnittet. Man kunde forvinta sig
att detta virde skulle gilla béattre och béttre for allt hogre frekvenser. Istéllet visar
fysikalisk-optik-approximationen att det totala spridningstvarsnittet ndrmar sig det dub-
bla véirdet. Forklaringen ligger i att geometrisk optik inte tar med de diffraktionsfenomen
som bygger upp skuggzonsgriansen. Dessa diffraktionseffekteAr fér sma spridningsvinklar

nira skuggzonsgriansen bidrar med ytterligare en faktor A(k;) till utslickningen, vilket
ocksa fysikalisk-optik-approximationen visar. il

Exempel 3.2
En perfekt ledande reflektor har formen av en parabelformad cylindersektor. Orienteringen
av den cylindriska reflektorn illustreras i figur 3.11. Mediet utanfor reflektorn &r luft, vilket
vi approximerar med € = p = 1. Reflektorn skall generera en huvudlob vars lobbredd
(definieras som vinkeln mellan de punkter i huvudloben dér effektflodestiatheten halverats
jamfort med lobens maximala effektflodestéithet) dr mindre &n 4° i z-z-planet (H-planet)
och i y-z-planet (E-planet) vid frekvensen 4 GHz. Vi kommer att anvinda fysikalisk-optik-
approximationen for att 16sa detta problem. Motsvarande berikningar med geometrisk-
optik-approximationen ges i exempel 3.6 pa sidan 113.

Reflektorn matas med en ”in phase line source”. Denna bestar av ett stort antal korta
linjdra antenner upplinjerade i parabelns fokallinje, se figur 3.11. Antennerna drivs i fas
och diarmed kan en cylindrisk vag genereras, vars elektriska filt ar riktat i y-riktningen.
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T T i

Figur 3.11: Geometrin hos den cylindriska reflektorn i exempel 3.2.

De elektriska och magnetiska filten fran matningen ges av

Ei(r) = EoH\" (k22 + 22)§

. Eo 1) . Eoy 1y Tz — 2z
H;(r)=—i—V x | Hy ' (k\/22 + 22 =i—Hy"7 (Va2 4 22) —————
(r) = i ¥ (1 ) = iy 1 N

dér funktionen H(gl) ar Hankelfunktionen av forsta slaget, se appendix A.l. Dipolernas
fjarrfalt (kr > 1) ges av (se appendix A.1 for de asymptotiska utvecklingarna av Hankel-
funktioner av forsta slaget)

() — 2 ka2
Eilr) =B [ a2 y
o (3.37)
Hi(r) = _Eo 2 pikvaT e 2 — 2T
no \| irkva? + 22 Va? 4+ 22

Vi véljer F' = 1 m. Da géller vid f = 4 GHz att kF = 2nfF/cp =~ 84 > 1, dvs.
approximationen ovan ar giltig.

Parabolreflektorn #ir orienterad sa att dess ekvation éir 22 = 4F (2 + F), dir F > 0 ir
reflektorns fokalavstand. Den projicerade ytan i x-y-planet dr en rektangel, parametriserad
av —b/2 <x <b/2, —h/2 <y < h/2. Vi definierar den vektorvérda funktionen S(z,y) =
7’ som beskriver ytan S genom

S(z.y) = d [ 2? . —b/2<z2<b/2
(r,y) =zx+ Yy + 2 7 , B2 <y < b2

For varje (z,y)-virde utgor vardet av S(x,y), tolkat som en punkt i rummet, en punkt
pa reflektorytan.
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Da vi deriverar S(z,y) med avseende pa parametrarna x och y far vi tangentvektorerna
till reflektorytan.

oS T
Tl(l',y):%(x,y) T+ 2z

2F
oS .
To(x,y) = aiy(xay) =y

Normerar vi vektorprodukten av dessa tangentvektorer erhaller vi normalvektorn till ytan,

’fb(l‘ y) — Tl(aj7y) X TQ(QT,Z/) _ —&x + 22F (3 38)
7 |T1(z,y) X T2(2,y)| a2+ 4F?

Avstandet fran mataren till reflektorn ges av

T 2 1’2 2
pla) = 18(,0)| = \/w +(r-r) - (3.3

Vidare ar parabelns ytelement dS' lika med

o8 oS Va2 + 4F?
ds = e —(z,y) X ay(x,y)‘ dxdy = —F dxdy (3.40)

Den infallande riktningen, l%z(x), som triffar en punkt pa ytan, parametriserad av
(z,y), dr

2
R Tr+ 25— F SAF 5 (22 _ AF?2
o) = ‘S(x,O) _ (4F ) _ @ z+ 2 (z ) (3.41)

S(z,0 > 2% + AF?
(z,0)| \/(ﬁ—F) g2

vilken &dr oberoende av y.
Vi skall dimensionera reflektorn, dvs. b och h, sa att lobbredden blir 4° i bade z-z- och
y-z-planet. Fysikalisk-optik-approximationen av fjarrféltsamplituden ges av (3.34) (n = 1)

2 .
Fr, (#) = —i 2”% x [7« x / / A(r') x H; (r') e ds'} (3.42)
T
/

dér integrationen sker 6ver reflektorytans belysta del. Vi infér beteckningen I for ytinte-
gralen i (3.42). Fran (3.40) far vi

// )e—ik’;‘”r'/ dS/

v M Tt AF? .
/ dx/ € + ( (%y) x H; (S(x’y))) 6—lkr-s(m7y)
b/2 h/2

Fran (3.37) och (3.38) far vi

Ey 2 ) —®T+22F & (¢*/AF — F) — 2z
e

n(x,y) x H; (S(z, =4/ X
n(r,y) (S(z,y)) o \| inkp(z) V2 + 4F? 22/AF + F
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Resultatet av vektorprodukten blir

Lo |2 kw2,
o\ imkp(x) Va2 + 4F?

Aterstar argumentet i exponentialfunktionen. Denna blir

n(z,y) x H;(S(z,y)) =

2
7 - S(z,y) = xsinfcos ¢ + ysinfsin ¢ + (; — F) cos 6

dér observationsriktningen ges av 7 = & sin# cos ¢ + ¢ sin 6 sin ¢ + Z cos 6.
Ytintegralen I kan nu berdknas med (3.39)

b/2 h/2
I = y/ dZL‘/ (4F+F —x sin 0 cos p—y sin O sin p— ( —F)cosf)
b/2 h/2 itk LU2+4F2

och fjarrfaltsamplituden i fysikalisk-optik-approximationen, (3.42), blir

k E
Fy, (7) = 0 etk F (14cos0) (7 % §)
b/2 h/2 )
/ dx/ ik(Z—F(lfcos 0)—x sin 0 cos p—y sin O sin ¢)
b2 h/2 itk 3:2 + 4F?)
och genom férenklingen 7 x (# X y) = —6 cosfsin ¢ — ¢ cos ¢ far vi
K EO sz(

Fy, (1) =i—— H'COSQ 0005081n¢ + (bcosqS

b/2 h/2 2
/ dx/ ik(Z—F(lfcos 0)—x sin 0 cos p—y sin O sin ¢)
b2 h/2 ik :L’2 + 4F?)

Integrationen i y-led gors létt analytiskt mha.

h/2 her
/ emiev gy = 20 2 (3.43)
—h/2 2
Vi far
k*Eoh . 5 sin( &2 sin @ sin ¢)
Fq (7 —j L OT ik F(14c0s0) (9 050 sin ¢ + ¢ cos 2
f ( ) 27T ( (b q") (b) k2h s1n931n¢

iﬂ-k(xQ +4F2)6 % (1—cos 0)—x sin 0 cos ¢) dr

I framatriktningen for reflektorn, # = 0, kan fjarrfiltsamplituden beridknas analytiskt.

Resultatet ar
. k: th y /8F kb/2
Ff"(z) e / S L A2
kb/2 Vt* + 4k=F

k2 theiQkF 8F | Vk2b2 + 16k2F2 + kb
2 ik VE2D2 + 16K2F2 — kb

k2Eoh up [SF b b2
VM aF TV e T
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H-planet

20y, (grader)

0.6 038 1 1.2 14 16 18 2

Figur 3.12: Lobbredd i grader som funktion av b och h for en cylindrisk reflektor
i exempel 3.2. Berdkningarna &r gjorda med fysikalisk-optik-approximationen. I H-
planet (x-z-planet) bestdms b med h = F' = 1 m, medan i E-planet (y-z-planet)
bestims h med b = F = 1 m. Frekvensen f = 4 GHz. Jamfor figur 3.20 dér
berdkningarna ar utférda med geometrisk-optik-approximationen.

For en godtycklig riktning, maste integrationen i z-variabeln utforas numeriskt. Be-
loppet av fjarrfaltsamplituden i kvadrat blir

) 2
2k3| Fo|2h2 F sin(* sin 0 sin ¢)
Fi, (7)) =222~ (cos? sin ¢ + cos? 2
B o (7)== ( 6+ oot )| =gt
2
kb
. / /2 dt ei(%(l—cos@)—tsin&cos ®)
—kb/2 V% + 4k2F?
I framatriktningen for reflektorn, § = 0, far vi
2

_ 8K*|Eo|*h*F

T3

|F o (2))

Y LAY L
\ar TV i6re

Halvvirdesbredden eller lobbredden underséks numeriskt. I H-planet (z-z-planet) be-
stdms halva halvvirdesbredden, 6y, genom 16sning av féljande ekvation:

|F o (Bny, ¢ = 0)]> = 0.5|Fy, (2)]

medan i E-planet (y-z-planet) giiller pa samma sétt att halva halvvirdesbredden bestédms
av

1F o (Ony, ¢ = 7/2)° = 0.5|Fp, (2)]?

Resultaten finns illustrerade i figur 3.12, vilket visar att b = h = 1 m ger en lobbredd som
ar ungefar 4° vid f = 4 GHz. Vi noterar att skillnaderna mellan halvvirdesbredderna i
E- och H-planen inte &r stor.

Numeriska beréikningar pa fjarrfiltsamplituden har utforts for A = b =1 m och F =
1 m, vid frekvensen 4 GHz. I figur 3.13 &r beloppet av fjarrfiltsamplituden i kvadrat
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Figur 3.13: Jamforelse av fjarrfaltsamplituden mellan fysikalisk-optik-approxima-
tionen och geometrisk-optik-approximationen i E-planet (y-z-planet) respektive
H-planet (z-z-planet). Heldragen kurva representerar fysikalisk-optik-approxima-
tionen, se exempel 3.2, medan bruten kurva representerar geometrisk-optik-appro-
ximationen, se exempel 3.6. h = b = F' = 1 m, och frekvensen f =4 GHz.

(normerad med amplituden i framatriktningen) uppritad som funktion av 6 i bade E- och
H-planen. i

Exempel 3.3

En cirkulér, perfekt ledande reflektor har formen av en axialsymmetrisk parabol, se fig-
ur 3.14. Den projicerade cirkuléra ytan i x-y-planet har radien a. Parabolen belyses med
en kort dipolantenn som dr monterad i reflektorns fokalpunkt. Dipolen &r orienterad ldangs
9. Mediet utanfoér reflektorn &r luft, vilket vi approximerar med ¢ = p = 1. Vi skall
bestamma fjarrfiltet fran parabolreflektorn med fysikalisk-optik-approximationen. Mot-
svarande berdkning med geometrisk-optik-approximationen ges i exempel 3.7 pa sidan 116.

Fjarrfiltet fran dipolen &r, se 6vning 2.2,

_ pk,2 eikr

€y 4mr

i (o % (§ x 70)) (3.44)
dér p #r styrkan hos dipolen, k = w/cy, och 7 &r observationsriktningen fran antennen.
Det magnetiska fjarrfiltet ges i sin tur av

ikr

e
Hz-:kwp4

— (o x g) (3.45)

Parabolreflektorn ir orienterad sa att dess ekvation #r x2 + y? = 4F (z + F), dar F > 0
dr reflektorns fokalavstand. Vi definierar den vektorvirda funktionen S (p, «) = v’ sasom

S(p,a)=pp+2(p*/AF — F) (3.46)

dér vi infért de poldra koordinaterna p och « i x-y-planet sa att vinkeln a méts positiv
fran z-axeln mot y-axeln, dvs.

pp =Tz + Yy
p==2Tcosa+ Ysina
&= —Tsina+ ycosa
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Figur 3.14: Geometri 6ver parabolreflektorn i exempel 3.3.

Denna vektorvirda funktion S (p,«a) beskriver reflektorytan. Varje (p,«)-virde ger en

punkt pa reflektorytan. Da vi deriverar S (p,«) med avseende pa p och « far vi tan-
gentvektorerna till reflektorytan.

oS .
Ti(p,a) = s (p,a) = p+2p/2F

oS .
T2 (p, ) Do (p,) = ap

Normerar vi vektorprodukten av dessa tangentvektorer erhaller vi normalvektorn till re-
flektorytan,

as |, 9S8

[el=) 2 ) N ~
op * o Z2p—pp°/2F  —pp+ 22F
n(p, ) = = = (3.47)
s S / n2 4 2 / 72 2
En X e P + P /4F P +4F

Avstandet fran dipolen till reflektorn ar

F(0) = 1S (0, @) = \/9? + (2/AF — F)> = pJ4F + F

(3.48)
som &r oberoende av a.
Fysikalisk-optik-approximationen av fjarrfaltsamplituden ges av (3.34) (n = 1)
X Ko T - 1~k ol
Fy,(7)=—i o T X [r X n(r') x H;(r')e dS] (3.49)
™
St

dér integrationen sker dver reflektorytans belysta del. Vi infér beteckningen I for ytinte-
gralen i (3.49). Definitionsméssigt har vi

I= // A(r') x Hy(r e * ™ ds’
S5

a 2w
= / dp / da 7u(p, ) x H; (S (p,a)) e TSpa) 9s 08
0 0

—-— X

dp ~ da
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Enkla rikningar ger ytelementet pa parabolen

G % e | = VIR = p ) (3.50)

Vi noterar att, se (3.45)
etk (p)
amr(p)

dér den infallande riktningen &r

H;(S(p,a)= (l%l X Q) = kwpﬂ (IE:Z X (psina + éccos a))

47 (p)

o) = Spa) _ pAFp+ 2 (p* — 4F?)
C[S(p )| p* +4F?

(3.51)

Det &r naturligtvis visentligt att skilja pa enhetsvektorerna # och k;. Enhetsvektorn 7
dr riktningsvektorn for fjdrrfiltets observationspunkt, medan k; &r riktningsvektorn fran
origo (antennen) till en punkt pa reflektorn (reflektionspunkt). Det magnetiska filtet kan
nu skrivas

et*r'(P) 24Fpcosa — & (p2 — 4F2)
4mr!(p) p? +4F?

Genom att utveckla vektorprodukten nn x H; mha. (3.47) far vi

H; (S (p,)) = kwp (3.52)

kwp etkr' (p)
(4F)*2 4m (1 (p)?

— &4Fp*sinacosa — zpsina(p® — 4F2)}

n(p,a) x H; (S (p,a)) = [@ (4Fp* cos® o — 2F (p* — 4F?))

eller forenklat genom att identifiera komponenter av S, se (3.46) far vi

X kwp ' (P)
n(p, a) x H; (S (pa Oé)) = \/Ellﬂ' (T’/(p)>5/2

: [@ (Sg(p, Oé) - 2FSZ(pa Oé)) - in(pv Oé)Sy(,O, a) - 2Sy(pv a)Sz(pa Oé)]

Ytintegralen I kan nu skrivas

k:wp 2w gik(r(p)=7S(p,))
L) ey
: [ (S%(p, ) — 2FSZ(P7 04)) — &53(p, a)Sy(p, @) — 2Sy(p, @) S: (p, 04)]

De komplexa talen I, I, och I, bestdms mha. numerisk integration for varje riktning
T = &sinfcos ¢ + Yysinfsin ¢ + 2 cos §. Nar vil ytintegralen I ar kidnd bestdms fjarrfalts-
amplituden enkelt mha. (3.49).

Numeriska berékningar har utforts fér a = 0.4 m och F' = 0.5 m, vid frekvensen 11
GHz. I figur 3.15 dr beloppet av fjéarrfiltsamplituden i kvadrat (med ldmplig normering)
uppritad som funktion av 6. Amplituden i framatriktningen kan beriknas analytiskt, se
évning 3.11. il
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Figur 3.15: Jamforelse mellan fysikalisk-optik-approximationen och geometrisk-
optik-approximationen i H-planet (z-z-planet eller ¢ = 0-planet) och FE-planet
(y-z-planet eller ¢ = m/2-planet). Heldragen kurva representerar fysikalisk-optik-
approximationen, se exempel 3.3, medan bruten kurva representerar geometrisk-
optik-approximationen, se exempel 3.7. a = 0.4 m, ' = 0.5 m, och frekvensen
f =11 GHz.

3.5.3 Geometrisk-optik-approximationen

Vi kommer nu att anvinda den alternativa representationen av fjarrféltet, se (3.28)
pa sidan 94, over aperturytan S,. Konstruktionen av filten pa aperturytan sker
i denna approximation mha. stralgangsoptik, ddrav namnet geometrisk-optik-app-
roximationen (go). Pa samma sétt som i fysikalisk-optik-approximationen antas hér
att reflektionen pa spridarens yta sker med planvagssambanden (stralgangsoptik). I
fysikalisk-optik-approximationen anvéndes integralrepresentationen for att beskriva
vagutbredningen fran spridaren till métpunkten. I geometrisk-optik-approximation-
en sker vagutbredningen i rummet fran spridaren till aperturytan S, med stral-
gangsoptik. Fran aperturytan S, berdknas sedan filtet i matpunkten mha. integral-
representationen av faltet.

Vi viljer att illustrera metoden med ett infallande planvagsfilt eller ett an-
tennhorn som matar en reflektor. Filtet fran mataren pa ett avstand R approximeras
med kR

E, = E\R) I
déar EO(R) ar faltfordelningen i matarhornets 6ppning. Det infallande féltet till
reflektorn utbreder sig som en sfirisk vag.!® De spridda filten fran reflektorn antas

6Detta #ir en forenkling. I stralgdngsoptik kan vagfronten har tva olika krokningsradier.
Det fullstindiga uttrycket fér en vag med tva krokningsradier p;, ¢ = 1,2 (astigmatism) i
stralgangsoptiken &r:

_ P1pP2 ei ]
B =B\ Ot e

dir s dr lingdparametern lings stralen, och didr E(0) &r filtstyrkan vid s = 0.
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Figur 3.16: Konstruktion av det spridda faltet i geometrisk-optik-approxima-
tionen.

satisfiera planvagssambanden
Esgo = _nOnkgo X Hsgo

1 .
H,,,=—k,xFE,,
g nong g

och fas genom geometrisk konstruktion i enlighet med de straloptiska lagarna (in-
fallsvinkel = reflektionsvinkel, och 1 x (E; + E,,,) = 0 pa ytan S), se figur 3.16.
Lagg marke till att ingen integration kréavs for att konstruera det spridda faltet.
Vidare antar vi att det infallande féltets bidrag till ytintegralen i (3.28) kan
forsummas jamfort med det spridda féltets bidrag. Det infallande filtet interfer-
erar destruktivt i reflektorns framatriktning, lAch, om I%go ar motsatt riktad mot det
infallande féltets utbredningsriktning I%i, se exempel 3.4 for ytterligare detaljer i
fallet med en infallande planvag. Det spridda féltet ddremot forstarks i reflektorns
framatriktning. Fjarrfaltet i (3.28) blir da endast en integral 6ver det spridda féltet.

F(i) =it / [ 307 % Buglr) = o (1) x Hogofo')) |4 as

(3.53)
Vi kan forenkla detta uttryck genom att infora ytterligare approximationer. Re-
flektorn &r vanligtvis konstruerad sa att det spridda faltets riktning, I%go, som &r
konstruerad genom stralgangsoptik, varierar mycket litet. Darfér kan vi i de fles-
ta fall lata l%go vara en konstant vektor. Vidare ar faltstyrkan intensivast i denna
riktning, dvs. i riktningen 7 = I;:go. Da ggller
1

~—7rx FE
on

Hsgo sgo
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Upprepad anvéndning av BAC-CAB-regeln ger (7 - E,,, ~ 0)

Px{r x [Ax (7 x By} =7 x{Fx[?(R-Ey) — Ey(Rn-7)]}
= i x {# X By (7)) = = {# (- Eypp) — By} (- 7)

A

=E,,(n-7)=—7x (nx Ey,)

Fjarrfaltet kan darfor approximeras till

2 A
F,(7) = z‘k—ff« X / / n(r') x Eygo(r)e 7 dS’, P~ ky, (3.54)

Fordelen med detta uttryck och (3.53) ar att vi kan vilja aperturyta fritt, sa att
integralen blir ldtt att berdkna. Geometrisk-optik-approximationen kraver vanligen
hogre frekvenser én fysikalisk-optik-approximationen fér motsvarande noggrannhet,
eftersom approximationen ar grovre. Notera ocksa att dessa uttryck pa fjarrfalts-
amplituden inte kan anvéindas i det optiska teoremet, eftersom uttrycket pa F ()
inte géller i det infallande féltets framatriktning, utan endast for r = IAch, som ofta
sammanfaller med infallande féltets bakatriktning.

Exempel 3.4
Vi skall har visa att det infallande féltets bidrAag till integralen (3.28) 6ver aperturytan
S, dr forsumbart utom i framatriktningen # = k;. Vi skall med andra ord visa att

I(#) =i / / [ﬁ(r’) x Bi(r') — nonir x ((r') x Hi(r/))}e—“ff-”’ ds’

{ E;(r) = Btk
nonH (r) = ki x Ey(r)

4r forsumbar utom da # ~ k;. Insittning av filten E; och H; ger
I(F) = i 7 x // [ﬁ(r’) x Eq — 1 X (ﬁ(r’) x (ki x Eo])}ez‘k@i—f)-r’ s’

For hoga frekvenser, kd > 1 (d spridarens diameter), oscillerar integranden kraftigt
pga. exponentialtermen utom da 7 ~ I%i, vilket dr framatriktningen. Oscillationen medfor
att integrandens olika bidrag tar ut varann; en effekt som stdmmer béttre och béttre ju
hogre frekvensen ér. Salunda &r I(#) forsumbar utom i framétriktningen 7 = k;.

Vi beréknar nu véirdet pa I(7) i framatrikningen, och skriver om integranden mha.

A

BAC-CAB-regeln. Anvénder vi k; - Ey = 0 kan vi skriva om integranden pa foljande sétt:

i{tz‘X(TALXEo)—i{:iX<];:Z‘X<’fLX[’;ZZ'XEo] ))
—_—— —_——

—Eo(k;-7) ki(7vEo)—Eo(ki-n)
= _EO(Ei . ﬂ) + 1231 X (’%z X Eo)(kl . ’ﬁ,) = —QE()(’;:Z' . ’ﬁ)
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Tvirsnittsarean, se (3.36), kan skrivas om enligt (se figur 3.8 f6r definition av ytnormalerna

pa St och S,):
Alky) = —//fz(r') e dS' = —//ﬁ(r’)-l%i ds’
S+ Sa

eftersom V' - k; = 0. Vi far

. k2 R k2 R
I(k;) = —i—Ey // ki -n(r')ds = 1'2—E0A(k:,~)
T

I en omgivning néira framatriktningen # = k; approximerar vi integranden med
i [ﬁ(r’) x By — i x (ﬁ(r’) x [k x EO])} ~ —2Bo(k; - ("))

enligt rdkningarna ovan. Exponenten skriver vi om genom att inféra en transversell koor-
dinat till riktningen k; enligt:

r’:rl—i—z’ki, k:Zwr’L:O

Foljande approximation &r lamplig:

(ki —7) v =277 — 2P ki~—7-7

~1

Vi far foljande approximation néra framatriktningen 7 ~ k;:
1) = i B, / / (s - (') =77 4

Notera att integralen i hoger led ger samma vérde for alla spridare med samma belysta
yta ST, eftersom V' - (ke *"70) = 0. I

Exempel 3.5

Vi skall i detta exempel studera geometrisk-optik-approximationen fér en hornreflektor
(dieder), som belyses av en vinkelrétt infallande planvag. Geometrin och koordinataxlarna
visas i figur 3.17. Hojden betecknas med h och den projecerade bredden med b.

I detta speciella exempel kan vi ldtt fa aperturfiltet genom en enkel geometrisk be-
traktelse med spegling, men det kan vara vardefullt att i detta enkla fall ga igenom det
allménna konstruktionsférfarandet, &ven om vissa moment nu blir onédigt krangliga.

Vi borjar med att notera att alla vagor forblir plana vagor efter reflektion i hornref-
lektorns plana ytor. Vidare infor vi hoérnreflektorns tva ytor S; och Sy, vars koordinat-
framstéllningar &r

Si(z,y) =zx+yy + 2(l+ z), 0<z<b/2, —h/2<y<h/2
So(z,y) =xx + gy +2(1—2),  —b/2<x<0, —h/2<y<h/2
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Figur 3.17: Hornreflektorgeometri for exempel 3.5.

dér [ 4r en parameter som anger ytans lige jamfort med origo. Normalvektorerna till

ytorna ar

-+ 2

+

n; =

-

SR

Ny =
V2
For att kunna anvéinda geometrisk-optik-approximationen, skall vi forst bestdmma det
spridda faltet pa aperturytan S, med stralgangsoptik. Till aperturyta viljer vi ett plan

z=E.
Det infallande filtet &r i vart fall (k; = —2, Eq - k; = 0),

EZ(T) _ Eoeikki-r — Eoefikz

Detta filt reflekteras mha. reflektionssambanden i avsnitt 3.5.1, se (3.32)

ks=R-k
E,=-R-E,
H,=R.H,

I vart fall delar vi upp reflektionen i tva delar, beroende pa om reflektionen forst sker i
ytan 57 eller So. Reflektionsdyaden ér olika for de bada ytorna.

R; =I- 2fn;, i=1,2

Vi kommer nu till konstruktion av aperturfiltet. I det forsta fallet sker reflektionen
forst i ytan S;. Reflektionen sker enligt foljande sekvens av reflektioner:!”

Infallande falt — S1 — So — Aperturfilt pa S,

For varje delmoment giller:

T mer komplicerade fall av stralging méaste man bestimma reflektionspunkterna i omviind
ordning.
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1. Det infallande filtet propagerar till ytan Sy dér filtet &ar
Eoeikkiwsl
Reflektionspunkten beskrivs av S1(zo, y0), 0 < zo < b/2, —h/2 < yo < h/2.
2. Detta filt reflekteras i ytan S7 mha. reflektionsdyaden R;. Resultatet blir

(-Ra) - Eqe'kiSi

3. Detta filt propagerar i riktningen ki =Ry k; = —a till ytan Sy (reflektionspunkt
So(—xo,y0)) dér filtet har virdet

eikiﬂ:y(Szfsl) . (_Rl) . Eoeikici-sl
dar kicl - (82 — S1) ar fasdifferensen mellan stralarna pa respektive yta.
4. Reflektionen i ytan Sy sker med reflektionsdyaden Reo.

(_R2) . eikkl'(s2—51) . (_Rl) . Eoeikki'sl

5. Den slutliga propagationen till punkten r pa aperturytan S, sker i riktningen I%go =
Ry-ki=Ro-Ry-k;=2.

eikicgo.(r—sQ) (~Rs) - eikfcy(Sg—Sl) (=Ryq) - Eoeik:fci~5'1

Aperturfiltet Eq(r) = E;g,(r) blir salunda:
E,(r) = cikkgor(r—S2) | (—Ro) - cikk1-(S2—S1) . (—Ry) - Eoeikki.sl
Vektordelarna kan forenklas med
Ry R -Ey=Ey)—2x(Ey-x) = Ey—22FE),
eftersom Ry - R; =1 — 222 — 222 och Eg- 2 = 0. Hela reflektionen blir darfor
Eq(z,y) = (B — 2&E,) e™¢2)
eftersom

oikkgo-(r—S2) jikki-(S2—S1) yikki-S1 _ ik(§—(I+z0)—(~z0—=0)—(I+x0)) _ ik(§—21)

Konstruktionen av den andra delen i aperturfiltet dir reflektionen forst sker i ytan
Sg, dvs.
Infallande falt — Sy — S7 — Aperturfilt pa S,

blir identisk med det forsta fallet eftersom de bada reflektionsdyaderna R;, i = 1,2 kom-
muterar (géller da nq - ny = 0).

Den allménna formeln pa fjarrfaltsamplituden for geometrisk-optik-approximationen,
se (3.63) (n=1)

F o) = i7" % / / [ﬁ(r') x Byyo(r') — noi x (R(r') % Hsgo(r’))]e*ikﬁ’"’ ds’
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forenklas for hornreflektorn. Vi borjar med att skriva om integranden (notera att pa S,
giilller att z =& och n = 2)

A1) X Bago(r') — o x (A(F) x Hago(r)) = (2 + #) x Eq(z,7)

eftersom 1oz x Hsy, = —Es4, = —E,. Vi far

2
F () = iR gik(e(1—cos0)-20)j (2 +7) x (Eq — 2&Eo,)|

4

b/2 h/2

/ dr / —zk: (2 sin € cos ¢y sin 6 sin @)
b/2 h/2

dér de sfariska vinklarna 6 och ¢ som vanligt definieras av riktningsvektorn
7 = &sinf cos ¢ + Ysinhsin ¢ + 2 cos 6

Med hjélp av (3.43) far vi

N k bh cos - 3 - %
Fyo(r) =1 ¢ h(e(1=cos0)=2D) 4 5 [(2 + ) x (Eg — 2&F0,)]

sin (’“217 sin 6 cos qS) sin (’fh sin 6 sin d)) (3.55)

kb kh
3 sinf) cos ¢

sin 0sin ¢

Det &r intressant att jimfora detta uttryck med det forenklade uttrycket vi berdknade i
néra framatriktningen, se (3.54).

7S kah cos -
Foo(7) = iy e CUmes07205 5 (2 x (Bo — 22 Bo,,)]

sin (kb sin 6 cos (b) sin (kh sin 6 sin qﬁ)

kb kh
5’ sinf cos ¢ 5 sinfsin ¢

Tz

Det differentiella spridningstvérsnittet ar

do . - F(7)|?
47 o oy = EOP
Q k2| Eo|

vilket forenklas mha. (3.55) till, se 6vning 3.10,

do
dQ)

E2b?h? (1 + cos 0)?
472 4

—= (7 k) =

sin (@ sin 6 cos qS) ‘2
k

2
sin (kh sin 6 sin gf))
kh sin @ sin ¢

b sin 6 cos ¢

vilket d4r oberoende av polarisationen pa det infallande filtet.

Vid den numeriska beréikningen &r det lampligt att normera det differentiella sprid-
ningstvirsnittet med (kbh/27)2. Halvvirdesbredden pa huvudloben som funktion av frek-
vensen visas i figur 3.18. Det differentiella spridningstvérsnittet (antenndiagrammet) visas
i figur 3.19. 1

Exempel 3.6

Vi genomfor hér i detta exempel berdkningarna med geometrisk-optik-approximationen
for den cylindriska reflektorn i exempel 3.2 pa sidan 99. Manga av uttrycken som behtvs
for dessa berdkningar liksom definitioner hamtar vi fran exempel 3.2.
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Figur 3.18: Halvvirdesbredd for hornreflektorn i exempel 3.5. Huvudlobens
halvvirdesbredd visas i 2-z-planet (¢ = 0). Numeriska data #r b = 20/y/2 cm,
och h = 20 cm.

Det generella uttrycket for fjarrfaltsamplituden i geometrisk-optik-approximationen
ar, se (3.53) (n=1)

dér integrationen sker 6ver aperturytan .S,.

For att bestamma fjarrfaltet fran reflektorn berdknar vi forst det elektriska filtet i
aperturplanet, som vi later sammanfalla med planet z = & > b?/16F — F (egentligen en
rektangular skiva z = £, —b/2 <z < b/2, —h/2 <y < h/2) framfor reflektorn. For varje
punkt i aperturplanet finns en entydig stralgangsvég till origo, dér antennen &r placerad.

Den reflekterade (spridda) riktningen ges av

ko(@,y) = ki) — 20(e,y) (A(@,y) - ki)
dér ki(x) ges av (3.41) och n(x,y) av (3.38). Enkla rikningar ger

AFz + 2 (2 —4F?) _—gr+22F  2F

ks(z,y) = ks = 22 + 4F? Va + 4F2 /22 + 4F?

=2z

dvs. vi har en planvag efter reflektionen i reflektorn, precis som vi féreskrivit.
Det reflekterade (eller spridda) félten Es(S(z,y)) och H(S(x,y)) pa reflektorytan
kan enkelt bestimmas mha. reflektionssambanden i avsnitt 3.5.1, se (3.32).

H(S(x,y)) = Hi(S(z,y)) — 2n(z,y) (A(z,y) - Hi(S(z,y)))

dér E;(S(z,y)) och H;(S(x,y)) ges av (3.37). Avstandet fran mataren till reflektorn,
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Figur 3.19: Differentiella spridningstvérsnittet for hornreflektorn i exempel 3.5.
Det differentiella spridningstvérsnittet normerat med (kbh/27)? kb = 50, kh =
100.

p(x), ges av (3.39). Resultatet blir

8F ; 2 2
E.(S — _E oY ik(af+4F?) /AF
s( (m,y)) iﬂk($2+4F2>e Yy
(3.57)
EO 8F ik 2 2 ~
H.(S — ik(z?+4F?%)/4F
(8@, ) irk(z? + 4F?) ¢ r
ty, n(z,y) -y =0, och
(2% — 4F?) — 24Fx  _—&x + 22F (22 + 22F (2% — 4F?) — 24Fx .
_ ) - %
w? + 4F? Va2 + 4F2 \ Va2 + 4F? 22 + 4F?

Nu aterstar endast att bestdmma strickan fran reflektionspunkten till aperturplanet.
Denna striacka ar £ — (1‘2/4F — F) och félten i aperturplanet, E, = Esg4, och H, = H 54,
kan skrivas ' ,

Eu(z,y) = Ey(S(x,y))e* (e (2/47-F))
H,(w,y) = Hy(S(,y))e (/47

dar Es(S(x,y)) och Hs(S(z,y)) ges av (3.57).
Pa aperturytan S, i (3.56) dr n = 2. Vi har dessutom att

mz X Ha(z,y) = —Ea(z,y)
vilket ger féljande forenklingar i (3.56):

b/2 h/2
Fgo ff* 77’ v / da:/ >< E, ( )] efik(a:sinGcos¢>+ysin95in¢+§cos€)
b/2 h/2

dér vi infort de sfiariska vinklarna 6 och ¢ for observationspunkten, dvs. 7 = & sin 6 cos ¢+
ysinfsin ¢ + 2z cos . Insdttning av alla uttryck ger

2
Fgo('f') _ _,L-EO k zk§(1 cos€)+2szA Z + ,,,

b/2 h/2
/ d.%'/ —zk x sin 0 cos ¢+y sin 0 sin @)
b/2 h/2 Z7TI€ xQ + 4F2
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Integralen i y-variabeln utfors analytiskt, se (3.43). Resultatet blir

k*h zk{(l cos 0)+2ikF Sln( k2 sin 6 sin ¢) S 2 X A

F (1) =—1iF X [(z47) %
90( ) 0~ — Ar kh sin fsin ¢ [( ) y]
o (3.58)
—ika sin 6 cos ¢ d
/b/2 itk x2+4F2)e *

Integrationen i x-variabeln maste utforas numeriskt. Liksom for fysikalisk-optik-appro-
ximationen kan framatriktningen l6sas analytiskt. Vi far identiskt samma virde som i
fysikalisk-optik-approximationen.

8F kb/2
Fgo( —Z’yEo o 2zk:F /
\' kb/2 t2+4k2F2
—ij (] 2L g2k S
W Ve "lar Vi T

Beloppet av fjarrfaltsamplituden (3.58) i kvadrat kan skrivas

2
k3\E0\2h2 sin(* sin 0 sin ¢)
F,(r 2 2 1 + cos 0)?
Fgo ()" = 3 k2h51n931n¢ ( )
2

kb/2
/ efit sin 0 cos ¢
‘ kb2 V2 + 4k2F? 4/€2F V2 + 4k2F?

genom forenklingen, se 6vning 3.10, | x [(2 + #) x §]|? = (1 + cos §)2. I framatriktningen
for reflektorn, 6 = 0, far vi

2
F (2)|2_2k:3|E0|2h2F /kb/2 dt
go 3 _bj2 VI + AK2F?

2

Gl X0l Y R U
= |In
3 4F "\ 16F2

Halvvérdesbredden berdknad med geometrisk-optik-approximationen finns illustrerad
i figur 3.20, vilken kan jamforas med motsvarande berdkningar med fysikalisk-optik-appro-
ximationen i figur 3.12. Berdkningar pa fjarrfiltsamplituden visas i figur 3.13. Resultatet
visar att de bada metoderna i stort sett ger samma resultat. Det &r forst nér vinkeln
mellan huvudloben och observationspunkten &r 45°, eller stérre, nagon ndmnvérd skillnad
uppstar. Sidlobsnivan #r ca. —13 dB i bade E- och H-planet. B

Exempel 3.7
I detta exempel genomfoér vi motsvarande berdkningar som i exempel 3.3 pa sidan 104
for geometrisk-optik-approximationen. Beteckningar och berdkningar himtar vi fran ex-
empel 3.3.

For att bestdmma fjarrfiltet fran parabolreflektorn med geometrisk-optik-approxima-
tionen bestdmmer vi forst det elektriska filtet 6ver ett ténkt aperturplan (egentligen en
cirkuldr skiva med radie a) framfor reflektorn. Foér varje punkt i aperturplanet finns en
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20, (grader)

0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2

Figur 3.20: Lobbredd i grader som funktion av b och h for en cylindrisk reflektor
i exempel 3.6. Berdkningarna &r gjorda med geometrisk-optik-approximationen. I
H-planet (x-z-planet) bestdms b med h = F' = 1 m, medan i E-planet (y-z-planet)
bestdms h med b = F = 1 m. Frekvensen f = 4 GHz. Jamfor figur 3.12 dér
berdkningarna ar utféorda med fysikalisk-optik-approximationen.

entydig stralgangsvég till origo, dir antennen &r placerad. Vi later aperturplanet samman-
falla med planet z = ¢ > a?/4F — F.

Vi kénner bade det infallande filtet och normalvektorn till reflektorytan, se (3.44),
(3.52) och (3.47).

k -
E;(S(p,a)) = ———ki x H; (S (p,a))
€Eow
ek’ () 24Fpcosa — & (p2 — 4F2)
H; , =
(S (p.0) = hap P
_ —pp+ 22F

n(p,a) =
\ (p, ) A
dér k; och /(p) &r, se (3.51) och (3.48)

. pAFp + z (p* — 4F?)
ki (p,a) = ,02 —|—4F2

" (p) = p?/AF + F

Det reflekterade (eller spridda) filtet Es pa reflektorytan kan enkelt bestémmas mha.
relationen

E.(S(p,a)) = —Ei(S(p,)) + 2i(p,a) (i(p,a) - E,(S(p, )))

Nu aterstar endast stréckan fran reflektionspunkten till aperturplanet. Denna striacka &ar
& — (p2 JAF — F) och faltet i aperturplanet, E,, kan skrivas

Ea(p, a) = Ey(S(p, )t (#/47=F)
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Rayleigh Resonansregionen GTD, fo, go "
— I -

0 ~ 0.1 ~ 10—20

Figur 3.21: Olika approximationers frekvensomraden. Spridarens typiska lingd-
skala &r a, och k = 27/ .

Geometrisk-optik-approximationen av fjarrfaltsamplituden ges av

k2 L,
Fgo () =i 7 x | (2+7) x // E, (r') e g (3.59)
T
Sa
eftersom 19z X H,(p, ) = —E4(p, o) och dér integrationen sker 6ver aperturskivan S,. Vi

infor de sfiriska vinklarna 6 och ¢ for observationspunkten. Integrationen i (3.59) maste
utforas numeriskt. Vi noterar att E, inte har nagon z-komponent i aperturplanet och
definierar G,(7) och G (7) enligt

/ / E, () e~ 4G — BG L (7) + GGy (7)
Sa

dér de komplexa funktionerna G () och G (7) bestdms med hjilp av numerisk integration
for varje € och ¢. Vi har, se 6vning 3.10,

¢ (54 7) % (@CL() + 50, ()] = (6:)F +1G,()P) (1 + cos0)?
och beloppet av fjarrfaltsamplituden (3.59) i kvadrat kan skrivas

i AN .
FooF = () (G0 + 16, () 1+ coso?
Berékningar pa fjarrfaltsamplituden visas i figur 3.15. Resultatet visar att de bada
metoderna vésentligen ger samma resultat for sméa observationsvinklar. Amplituden i
framatriktningen kan beriiknas analytiskt, se 6vning 3.12. B

3.6 Langvagsapproximation

I avsnitt 3.5 analyserade vi olika kortvagsapproximationer av spridningsproblemet.
Vi fokuserar oss nu pa en annan del av frekvensspektrumet, och antar att spri-
daren &r liten jamfort med vaglingden. Dessa spridningsproblem har stor praktisk
anviandning, t.ex. vagutbredning i jordatmosfiaren, optik och atomfysik.

Spridaren i detta avsnitt antas vara passiv och frekvensen lag, eller mer pre-
cist uttryckt; vaglangden A ar stor jamfort med spridarens utstrickning. Detta led-
er till anvidndbara approximationer for fjarrfilten i langvagsgréansen, s.k. Rayleigh-
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spridning.'® En grov bild av de olika approximationernas anvindningsomraden ater-
ges i figur 3.21, déar a ar spridarens typiska langdskala.

Som utgangspunkt for var analys véljer vi volymformuleringen fran avsnitt 3.1.1.
Vi fann att det spridda elektriska faltet E(r) i fjarrzonen ges av

B.(r) = F(7)
dér, se (3.6)
F(r)=7x (K(r)x )
och

Volymen V; omsluter kéllorna till det spridda filtet helt, men integralens vérde
forandras inte om V; utstriacks till en storre volym (t.ex. hela rummet) eftersom
J, = 0 utanfor V.

Vi serieutvecklar exponentialfunktionen i integranden till K (7).

s I
ik _ i (—ik? - 7')

!
1=0

K(#) = ikzo" 3 (_;!k>l / / / T (7)o
Vs

=0

Detta ger

Denna serieutveckling ger langvagsutvecklingen av K () i potenser av vagtalet k.
For laga frekvenser forvintar vi oss att endast ett fatal termer i denna serie skall
dominera. Vi studerar de forsta termerna explicit for att se vilka termer som ger
det dominerande bidraget och forsoker samtidigt skriva om dessa termer i storheter
som &dr mer vilkinda, och som pa ett enkelt sétt karakteriserar spridaren.

Forsta termen ar [ = 0 och féljande integral ingar:

[[] 2.0

x-komponenten av detta uttryck kan skrivas om med hjélp av foljande vektoriden-
titet:
V' (@' T (") =2V - J (') + - T (1)

Integralens z-komponent blir dérfor med hjélp av divergenssatsen

[l st [ -taon - [ -1

Jfz'Js (7'73-7:1.(7") s’
Ss

18Rayleigh-spridning forklarar en rad fenomen, t.ex. himlens bl firg och réda solnedgéngar. En
populért hallen historik 6ver &mnet finns att hadmta i A.T. Young, “Rayleigh scattering,” Physics
Today, January 1982, 42-48.
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Normalytintegralen lamnar inget bidrag eftersom ytan S, kan viéljas sa att den ligger
utanfor killorna J,.!19 z-komponenten kan saledes skrivas om som

///a: T do = — /// PV T () d

och integralens 6vriga komponenter fas pa liknande satt. Vi far

///Js(r’)dv’:—///T'V’-Js(r’)dv’

Laddningarnas kontinuitetsekvation, (1.21), kan nu anvéndas for att skriva om V-J
som en integral som endast innehaller det spridda faltets inducerade laddningsférdel-

ning ps. /// J (r)dv' = —iw /// ' ps(r’

Integralen kénns igen som spridarens elektriska dipolmoment p.

= /// ' ps(r") dv’

Detta &r en komplex vektor som karakteriserar spridarens inducerade laddningstét-
het. Serieutvecklingen av K (), med forsta termen i summan explicit utskriven i
spridarens elektriska dipolmoment, blir

k3 ik? k
K(i) = —p+ 3 /// ) df
4dmege 47

Den forsta termen i serieutvecklingen av K () dr proportionell mot k3, dvs. mot
frekvensen i kubik.

Vi 6vergar nu till att analysera andra termen, [ = 1. Denna term &r nagot mer
komplicerad &n den forsta, men kan analyseras med liknande metoder. Féljande

integral ingar:
/// J(r") (7)) dv
Vs

Vi utnyttjar BAC-CAB-regeln for att skriva om integralen pa en form dér vi kan
identifiera kidnda storheter.

i x (1 x T () =7 (i - T () = T () (7 7)

Detta uttryck anvinds for att skriva om integralen som

/// (F dv—// [ L) — (1 T ()

19Vi antar for enkelhets skull att stromtéiitheten J, fir en kontinuerlig funktion. Generaliseringar
ar mojliga.
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Den sista termen kan nu identifieras med spridarens magnetiska dipolmoment m.

_ %///r X J.(r') dv/
Vs

Detta ar en komplex vektor som karakteriserar spridarens inducerade stromtéthet.
Integralen kan dérfor skrivas som

/// (r -7 dv_/// (#- J,(r) dv' + 2m x i
eller
///JS(T/) (7o) dv’ = %///{Js(r,) (TA"T/)+r’('f“-Js(r’))}dv’+m X T
Ve Vi

Integralen i hogerledet analyserar vi ldttare om, som ovan, vi forst studerar inte-
gralens z-komponent. z-komponenten av forsta termen pa hoger sida kan skrivas om
med hjalp av vektoridentiteten

V' (@ T () (w-r")) =V (&' (7-7") T(r')+ 2 (7-r)V - Ts(r)
————
z(rr)+z' v
eller

(r-rx-J(r')+ 2 (7T (r") =V (T () (7 -7")) =2 (7P ) V' - T(r')

Integralens z-komponent kan nu skrivas om

///@'Js(r')('f“-'r’) dU'Z—%///x'('f"-r’)V’-JS(r’)dv’+:i:-(mxf)

dar vi ater anvéint divergensteoremet for att transformera till en normalytintegral
som inte ger nagot bidrag. Integralens ovriga komponenter behandlas pa liknande
siatt och integralen blir totalt

///Js(r/)('f""'"/) dvlz—%///"“/(’7"T/)V'-Js(r’)dv’+m><f°

Utnyttjar vi nu ater laddningens kontinuitetsekvation, (1.21), far vi

J[[ e =5 [ e ona s

Fran denna analys ser vi att [ = 1-termen i serieutvecklingen av K (7-) bidrar med

k3
42:” [m x # + O(kd)]
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Spridare n

[

Origo
Faltpunkt

Figur 3.22: Geometri for flerspridarfallet.

dér d = max,cy, r dr spridarens maximala radie.

De hogre termerna (I > 1) i serieutvecklingen av K () bidrar med hogre &n
kubiska potenser av k.

Vi kan nu summera de tva forsta bidragen i serieutvecklingen av F'(#) och erhaller
F(7):s utveckling i langvagsgriansen.

k3 e
F(r) = X (pXxT)+ m x v+ O(kd
(#) = o |7 (px 1)+ (ka)
Vi ser att i langvagsgransen sa karakteriseras spridningsproblemet fullstéindigt av
spridarens elektriska och magnetiska dipolmoment p och m. Utvecklingen av F'(7")
ar proportionell mot k2, dvs. mot frekvensen i kubik.

3.7 Spridning mot flera objekt

Vi skall i detta avsnitt behandla spridning mot flera enskilda objekt eller spridare.
Detta spridningsproblem ar utomordentligt komplicerat, eftersom det falt som ex-
citerar varje spridare far bidrag fran det spridda féltet fran alla 6vriga spridare i
problemet—s.k. multipelspridning. Ar antalet spridare stort leder detta till ett kom-
plicerat vixelverkansspel som dr mycket svart att 16sa. Vi skall darfor i detta avsnitt
begransa oss till det specialfall dar alla multipelspridningseffekter kan forsummas.
Det exciterande (infallande) féltet pa varje enskild spridare approximeras dérfor
med det av de yttre kdllorna genererande filtet, F;.

Antag att vi har IV stycken spridare, vars geometri schematiskt visas i figur 3.22.
Vi studerar en godtyckligt utvald spridare n, vars placering relativt ett gemensamt
origo ar given av ortsvektorn r,, n = 1,2,..., N. Det av yttre kéllor genererade
planvagsfiltet med infallsriktning k; &r
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dir FE, ar det infallande faltets amplitud i origo. Detta falt har vid spridare n
amplituden (r = r,,, definierar ett i spridare n lokalt origo)

Ey, = Ei(r,) = Eoeikki'”

Bidraget till det spridda faltet fran spridaren n ges i fjarrzonen av

ikr!
e n ’

—F, (7
dér ! &r ortsvektorn fran det i spridaren n:s lokala origo till métpunkten r, se
figur 3.22, och 7}, = |r),|, 7, = 7}, /r},. Notera att F, (7)) &r fjirrfaltsamplituden for
ett infallande filt E,, exp{ikk; - ]}, dvs.
Det spridda faltet fran alla spridarna, om alla multipelspridningseffekter férsum-
mas, blir summan av de enskilda spridarnas bidrag.

ikr!

N N ’
Ey(r) = Z ek Fn(f“/n) - Z ‘ eikki‘rnsn(";;a I%z) - Ey
n=1

/
T’Vl

Vi antar nu att métpunkten befinner sig pa stort avstand fran alla spridare,
dvs. att > r,, n=1,2,..., N. Vi approximerar pa vanligt sitt (d = max, |r,|)

r;:|fr—rn|:r{l—f“-ﬁ+0(d2/r2)}:r—f“-frn—l—O(dQ/r), dar — 00
.

och vi far (7], ~ 1)

kr
dér den totala fjarrfaltsamplituden F(7) ges av

N N
F(i) = Z R () — Z ekarg (i, k;) - Eo (3.60)
n=1 n=1

Hér har vi infort vektorn q definierad genom

Denna vektor anger fordndringen hos vagens utbredningsriktning pga. spridningen.
Hela samlingens spridningsdyad S(7, k;) kan identifieras fran dessa uttryck.

dar
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Speciellt géller i framatriktningen 7 = k; att

I framatriktningen samverkar alla fasfaktorer och vi har s.k. koherent spridning.

Det optiska teoremet, (3.25) pa sidan 91, kan anvéndas for att berékna det totala
tvarsnittet o; for hela samlingen spridare uttryckt i de enskilda spridarnas totala
tvérsnitt oy,. Vi far

Amr E!-S(k; k;) - E, Amr E!-S, (ki k;)
= —1 0 ! — Im 0 )
R m{ | Eof? } Zk { | Eo|? thn

n=1

dér de enskilda spridarnas totala tvarsnitt oy, ar

dr {Eoz-sn%i,ki)-Eon}_zwa {Ezs-sn(&,ki)-Eo}

Otp =

= e i By 2

Om alla spridarna &r lika, dvs. Sn('f“,fci) = S('F,fci), n=12,...,N, kan den
totala fjarrfaltsamplituden F(7) i (3.60) forenklas.

F(#) = s(#, k;) OZ ik

I detta specialfall ser vi att fjarrfialtsamplituden vésentligen &r fjarrfialtsamplituden
for en enskild spridare multiplicerat med en komplex faktor. Speciellt géller for det
differentiella spridningstvérsnittet

do

9 [F@#)P _ |s(7, ki) - Eol”
dQ

k. —
i) = 52| E, |2 12| E, |2

F(r)

dér fasfaktorn F(7) ges av

2

F(i) =

N
> exp fikq -7}
n=1

Denna storhet kallas dven strukturfaktor och kan skrivas som

N

F#)= > explikq- (r,—rw)}

n,n/=1

b

Speciellt géller att strukturfaktorn i framatriktningen r = k; ar

F(k;) = N*
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Figur 3.23: Det totala spridningstvirsnittet o,/2ra? for en cirkulir skiva med
radie a i langvagsgransen. Den infallande planvagen infaller vinkelratt mot diskens
plan. Notera log-log skalan och normeringen.

Exempel 3.8

Ett specialfall dr ett stort antal slumpmissigt (likformigt) férdelade spridare. Vi antar
vidare att q # 0. I sa fall ger alla termer n # n’ i summan fér F(#) ett forsumbart bidrag
och de enda termer som bidrar &r n = n’. Detta ger

F(r)=N
och det differentiella spridningstviarsnittet blir

do
dQ)

iy — IS (7, ki) - Eol* .
—o (7. ki) = W» r#k;
Denna typ av spridning kallas inkoherent superposition av de individuella spridningsbidra-
gen. Det differentiella spridningstviarsnittet ar i detta fall enspridartvarsnittet multiplicer-
at med totala antalet spridare. Ett litet enskilt tvirsnitt kan i detta fall ge ett betydande

bidrag om antalet spridare ir stort. Wi

Exempel 3.9

Om antalet spridare &r stort (vilket kan vara i strid med antagandet att multipelsprid-
ningseffekterna dr forsumbara), och avstandet mellan spridarna ér litet jamfort med vag-
lingden, kan vi gbra en gransovergang fran summa till integral i spridningsdyaden. Vi
antar liksom tidigare i avsnittet att spridarna dr sma och far

Zezkms oy H/// war'S(p! k)

dédr integrationen sker éver volymen V som innehaller spridarna och dv' = dx'dy'dz’.
Dyadféltet S(r, 7, k;) dr antalet spridare per volymsenhet i punkten = multiplicerat med
den enskilda spridarens spridningsdyad i denna punkt. B



126 Inledande spridningsteori Kapitel 3

— Exakt losning
,,,,,,,, Kortvagsapproximation

T 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14

ka

Figur 3.24: Det totala spridningstvirsnittet o,/2ma? for en cirkulir skiva med
radie a jamfort med en kortvagsapproximation. Den infallande planvagen infaller
vinkelrédtt mot diskens plan. Notera normeringen.

3.8 Nagra numeriska exempel

I detta avsnitt exemplifierar vi teorin i de tidigare avsnitten med ett antal numeriska
exempel. I litteraturen finns firdiga datorprogram tillgdngliga, t.ex. ref. 3. Flera av
de exempel som finns atergivna i detta avsnitt &r berdknade med program fran
denna kélla.

Exempel 3.10

Ett exempel pa hur det totala spridningstvéarsnittet o varierar som funktion av frekvensen
ka for en perfekt ledande spridare ges i figurerna 3.23 och 3.24. Spridaren &r i detta
exempel en perfekt ledande disk?® och den infallande planvagen infaller vinkelriitt mot
diskens plan. Eftersom disken &r perfekt ledande &r det totala spridningstvérsnittet o
lika med det totala tvérsnittet oy.

20 Rayleigh-approximationen ges av

o = ko)’ {1 + g5 (k) + 0<<ka)4>}

se t.ex. G. Kristensson and P.C. Waterman, “The T-matrix for acoustic and electromagnetic scat-
tering by circular disks,” J. Acoust. Soc. Am., 72(5), 1612-1625 (1982). Denna referens innehaller
dven den exakta losningen. Kortvagsapproximation fas t.ex. fran F.B. Sleator, “The Disc” kapi-
tel 14 i Electromagnetic and Acoustic Scattering by Simple Shapes, Eds. J.J. Bowman, T.B.A. Se-
nior, P.L.E. Uslenghi, North-Holland, Amsterdam (1969). Resultatet &r

Os 1 . 71' 1 3 1
=1- 2ka — — —_— - - = 4k
2ma? kavrka St ( “ 4) * (ka)? [4 27 €08 a]
1 1 3 27 s
- | Zsin(6ka— =)+ =—cos(2ka—=)| + O((ka)™?
4(ka)?Vrka LT < 4 > 4 ( 4)} ((ka)™)
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Figur 3.25: Spridningsmatriselementen ‘S” 1 ‘2 och |5} L|2 for en dielektrisk sfaroid.
Spridaren &r en dielektrisk sfiroid med halvaxelforhallande a/b = 2 (halvaxel a
ar langs sfiaroidens symmetriaxel och halvaxel b vinkelrdtt mot symmetriaxeln och
ka = 10. Den dielektriska sfiroidens material &r ¢ = 2.25 och p = 1 (omgivande
material antas vara vakuum). Sfaroidens symmetriaxel lutar 45° mot z-axeln och 45°
mot spridningsplanet som utgors av z-z-planet, se figur 3.26. Det infallande elekt-
riska féltet ar polariserat vinkelratt mot spridningsplanet, dvs. i y-riktningen, och
infaller lings den positiva z-riktningen. Spridningsvinkeln 6 &r vinkeln mellan den
positiva z-riktningen och observationsriktningen 7. Det totala spridningstvérsnittet
os/ma* = oy/ma® = 1.140.

Vi ser att langvagsapproximationen dr mycket god vid laga frekvenser (langa vaglingd-
er) precis som var analys forutsagt. Kortvagsapproximationen ger i detta fall mycket god
Overensstammelse dven for relativt laga frekvenser. Som framgar av fotnot 20 innehaller
denna kortvagsapproximation flera termer i potenser av 1/ V'ka, beriknade med geometrisk
diffraktionsteori, vilket dr anledningen till den goda Overensstiammelsen. Bidraget fran
fysikalisk-optik-approximationen beréknas i 6vning 3.4.

Vidare ser vi att det totala spridningstvéarsnittet i gransen mot hoga frekvenser (korta
vaglingder) nirmar sig virdet 2wa? vilket #r dubbla den geometriska tvirsnittsarean
(forutsédgs av fysikalisk-optik-approximationen), jfr exempel 3.1 pa sidan 98. Vi ser ocksa
att disken sprider mest i resonansomradet vid ka ~ 2. il

Ar spridaren ej perfekt ledande tringer filten in i spridaren, t.ex. i dielektriska
material. Materialet kan dessutom ha ledningsformaga, dvs. forluster. Vi far i detta
fall spridningsegenskaper som &r helt annorlunda jamfort med den perfekt ledande
spridaren.

Exempel 3.11

Ett exempel pa spridning mot en dielektrisk kropp med sfiroidisk form ges i figur 3.25.
Den dielektriska sfiroiden har halvaxlarna a och b, dér a ar parallell med sfaroidens sym-
metriaxel. I det avbildade fallet &r axelforhallandet a/b = 2 och sfiroidens dielektriska
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Sfaroidens symmetriaxel
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Figur 3.26: Definition av geometrin for spridaren och det infallande féltets polar-
isation i figur 3.25.

parametrar € = 2.25 och = 1 (omgivande material antas vara vakuum). Sfiroidens sym-
metriaxel lutar 45° mot z-axeln och 45° mot spridningsplanet, se figur 3.26. Det infallande
elektriska faltet &r polariserat vinkelrdtt mot spridningsplanet, som héar &r x-z-planet.
Notera att kurvorna inte dr symmetriska kring 6 = 180° och att intensiteterna parallellt,
respektive vinkelrdtt mot spridningsplanet inte &r lika. Varje maximum anger en sidolob.
Notera ocksa att det finns olika antal sidolober for det spridda filtets tva polarisationer.

Exempel 3.12

I detta exempel illustrerar vi resonansfenomen i en dielektrisk spridare, se figur 3.27.
Spridaren &r i detta exempel en sfir med radie a och sfirens materialparametrar ar ¢ = 4
och 4 = 1 (omgivande material antas vara vakuum). Vi ser att vid speciella frekvenser
sprider den dielektriska sfiren kraftigt. Detta exempel visar att det sker en Gkning av
spridningen pa ca 30% vid dessa speciella resonansfrekvenser. Dessa resonanser beror pa
spridarens form och dess materialegenskaper. Berdkningarna av olika spridningstvarsnitt
for sfiariska spridare presenteras i detalj i kapitel 4. i

Ovningar till kapitel 3

3.1 Beridkna fjarrfiltsamplituden F(7) fran en rak, tunn antenn, som &r orienterad
lings z-axeln. Antennen befinner sig i vakuum och har ldngden [, se figur 3.28.
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3.2 4
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Figur 3.27: Det totala spridningstviirsnittet o,/ma? for en dielektrisk sfir. Sfirens
materialparametrar dr € = 4 och p = 1 (relativa vérden jamfort med omgivande
material). Notera normeringen.

Stromtéatheten i antennen antas vara

Ju(rw) = Iozsink(f — [2))d(2)d(y), 2] < &
T 0, for ovrigt

dér ¢ dr deltafunktionen och k = w/cy.

*3.2 Berikna fjarrfiltsamplituden F(7) fran en plan, cirkulidr stromfoérande slinga i -
y-planet. Slingan befinner sig i vakuum och har en radie a och i slingan flyter den
totala strommen I, se figur 3.29. Stromtétheten ges i sfiriska koordinater av

Js(r,w) = Js(r,0,¢,w) = %5(7‘ —a)d(0 —7/2)

dér 6 ar deltafunktionen. Infér dessutom en lamplig approximation och beridkna
fjarrfaltsamplituden i langvagsgrinsen.

Lampliga integraler:
2 )
/ sin ave’ (@ =9) doy = 2 J1 (2) sin ¢
0
2m )
/ cos ae’ O =9) do = i27.J1 (2) cos ¢
0

dér Ji(z) &r Besselfunktionen av ordning 1.

3.3 En metallisk reflektor har formen av en plan, tunn, rektangulér skiva (sidor a och
b), se figur 3.30. Reflektorn matas med en planvag rakt ovanifran och polarisationen
pa det matande elektriska faltet dr parallellt med sidan a, dvs.

E;(r) = £ Ege”
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3.4

3.5

3.6

1/2

\

F "y

Figur 3.28: Geometri for 6vning 3.1.

z

A

Figur 3.29: Geometri for 6vning 3.2.

Berikna fjarrfaltsamplituden F(7) med fysikalisk-optik-approximationen, det totala
tvarsnittet oy med hjéalp av det optiska teoremet, samt det totala spridningstvér-
snittet og.

En metallisk reflektor har formen av en plan, tunn, cirkuldr skiva (radie a), se
figur 3.31. Reflektorn matas med en planvag rakt ovanifran, dvs.

Ei(r) = Eoc ™

Berikna fjarrfaltsamplituden F'(7) med fysikalisk-optik-approximationen, det totala
tvarsnittet oy med hjéalp av det optiska teoremet, samt det totala spridningstvér-
snittet o.

Beridkna fjarrfiltsamplituden F(7) i reflektorns framatriktning # = 2z fér samma
geometri och infallande falt som i 6vning 3.4 men med geometrisk-optik-approxima-
tionen.

Beriikna spridningsmatrisen i langvagsapproximationen fér en infallande planvag
mot en dielektrisk sfar med radie a och dielektricitetsfunktionen e samt permeabilitet
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b/2 b2 a/2 Y

Figur 3.30: Geometri for 6vning 3.3.

z

A

Figur 3.31: Geometri for 6vning 3.4.

i =1 (u=e=11omgivande material). Den infallande planvagen ges av
Ez(r) = j)OE()eikici'T

Berédkna forst det spridda féltets ekvivalenta elektriska dipolstyrka p.

-1
+2

A

Do

€
p = 4dmwegEoa’
€

Po &r den infallande planvagens elektriska filts polarisationsvektor. Berdkna ocksa
det totala spridningstvérsnittet o for en opolariserad infallande planvag.

3.7 Berikna spridningsmatrisen i langvagsapproximationen foér en infallande planvag
mot en perfekt ledande sfir med radie a (41 = € = 1 i omgivande material). Den
infallande planvagen ges av

El(T') — i)OEoeikiei-'r

Beridkna forst det spridda féltets ekvivalenta elektriska och magnetiska dipolstyrkor
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3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

p och m.

p= 47760E0a3f)0
27

HoCo

m = —

Eoa’k; x iy

Py édr den infallande planvagens elektriska filts polarisationsvektor. Berdkna ocksa
det totala spridningstvérsnittet os for en opolariserad infallande planvag.

Berikna fjarrfaltsamplituden i bakatriktningen i fysikalisk-optik-approximationen
for en infallande planvag mot en perfekt ledande sfir med radie a (p = € = 11
omgivande material). Den infallande planvagen ges av

E;(r) = Btk

Ekvationerna (3.13) och (3.14) ger tva olika uttryck pa fjarrfiltsamplituden med
ytintegralsrepresentationen. Skillnaden mellan dessa framstéllningar ér foljande in-
tegral:

'IA" X // |:'f1/ X E’i(T/) _ non'f’ X (ﬁ X Hi(rl))}eiik%"”/ dS/
Ss

diar E;- och H;-filten dr det infallande filtet. Visa att denna integral &r noll for
varje F;- och H;-filt som satisfierar
Vx FE; = ’il{?no’nHi
k r eV,
V X Hz = —ZliEi 3
on

dér Vs dr den volym som innesluts av den slutna ytan Ss.

Visa att
|7 x [(2+7) x A]]> = (1 +cosh)? |A[?

dar -2 =cosfochz2-A=0.

Berdkna fjarrfiltsamplituden F'g, (2) med fysikalisk-optik-approximationen i fra-
matriktningen, § = 0, fér den parabolreflektor som beskrivs i exempel 3.3.

Berékna fjarrfiltsamplituden F g, (2) med geometrisk-optik-approximationen i fra-
matriktningen, § = 0, for den parabolreflektor som beskrivs i exempel 3.7.
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Sammanfattning av kapitel 3

Fjarrfaltsamplituder

B,(r)= " F()

F(#) = Zkzﬂ” X ( / / / e J () dv' x r)

.mm@Efx[/@ivxExmnwfxmwvxﬂque%“dg

F@)igfx;7hwquw)7Wﬁxmw)xﬂwwkmwd9
5

Utstralningsvillkor

(7 x Ey(r)) — nonH (r)
non (7 x Hy(r)) + E(r)

1

((kr)™)
((kr)™)

0
o

Spridningstvarsnitt for £, = Eje

ik:l;:i-r

do_ ,<S(t)>7 _|[F@)P
ds2 <Sz<t)> I;iz kQ‘EOP
US:LA:/ 49 00 o= ta
P, + P,
Op =0, +03 = ——F+
<S;(t)>= b |E|? <S,(t)>= L\F(f~)\2
T 2 T T 2ngnk?r?
1 1
= F(#)|*dQ P, =— - Ex H*) -ndS
s [ 1@ == [[Re(Bx Hyads
Ss
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Spridningsmatris

Optiska teoremet

O¢

TRy B (TR e

4 | {E;;.F(éi)} B 4wIm{E§~S(l%i,f<:i)~Eo}

Fysikalisk-optik-approximationen

k? O
Ff0<'f'> =—1 non'f’ X |:’IA" X //'f),(/r') X Hi(,r./)efzkr-r ds’

Geometrisk-optik-approximationen

~ .k2 ~ ~ /) / ~ Ny / —ikv-r! /
F (1) = it X // [n(r) X Egpo(r") — nont x (f(r') x H (T ))}e s
Sa
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Geometrisk-optik-approximationen, férenklat uttryck

k’ . .
Foi) =i x [ [ 0(07) % Bupg(a)e 7 as', i =k,
7T
Sa

Fjarrfiltets langvagsapproximation
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Kapitel 4

Spridning och sfiriska vektorvagor

dersoka losningar till Maxwells faltekvationer i kéllfria, homogena, isotropa
material.

Vi skall i detta kapitel vidareutveckla spridningsteorin. Speciellt skall vi un-

V x E(r,w) = tknonH
V x H(r,w) = —iiE
o7
Materialparametrarna, som implicit ges av vagtalet k och vagimpedansen 7, antar
vi dr konstanta i rummet utanfor spridaren (kan dock bero pa vinkelfrekvensen w).
Maxwells féltekvationer kan kombineras till Helmholtz vektorekvation genom
att eliminera antingen det elektriska eller det magnetiska féltet, se avsnitt 2.1.
Losningarna skall, for att satisfiera Maxwells faltekvationer, vara divergensfria, vilket
inses genom att ta divergensen pa Maxwells filtekvationer och genom att utnyttja
att V-V x F =0 for ett godtyckligt vektorfalt F'. En alternativ formulering blir
déarfor
V2E(r,w) + kK (w)E(r,w) =0
V- -E(r,w)=0

I avsnitt 4.1 utvecklar vi begreppet sfiriska vektorvagor, som utgor 1osningar
till Helmholtz vektorekvation i sfiariska koordinater. Vidare anvinds dessa sfériska
vektorvagor i avsnitten 4.2 och 4.3 for att 16sa spridning mot perfekt ledande sfér,
respektive dielektrisk sfiar. Dessa losningar brukar ocksa kallas Mie-spridning eller
partialvagslosningar.

4.1 Sfariska vektorvagfunktioner

Vart mal i detta avsnitt blir att konstruera vektorvirda basfunktioner som &r
lampliga att utveckla vara elektromagnetiska filt i. De elektromagnetiska félten
i ett killfritt omrade &r, som vi sett, divergensfria. Vi véljer dock att inte enbart
begrinsa oss till basfunktioner for kéllfria elektromagnetiska filt, utan vi vill &ven
kunna hantera godtyckliga losningar till Helmholtz vektorekvation. Av denna an-
ledning tar vi &ven med basfunktioner som ej ér divergensfria. Detta innebér att
basfunktionssystemet far en mer allmén giltighet.

137
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Vi borjar med att gora en lista pa de egenskaper vi vill att basfunktionerna skall
ha.

1. Basfunktionerna skall vara l6sningar till Helmholtz vektorekvation.

V2F(r) + K F(r)=0 (4.1)

2. Basfunktionerna, som &r funktioner av r och 7 (dvs. de sfiriska vinklarna 6
och ¢), skall da r halls fix (r = a) vara fullstandiga for varje val av a > 0.
Detta innebir att varje kvadratiskt integrerbar funktion! pa sfiren r = a skall
ha en konvergent Fourierserie i dessa basfunktioner.

3. Det skall finnas ett enkelt samband mellan en utveckling av det elektriska faltet
och motsvarande magnetiska falt. Eftersom det genom Maxwells féaltekvationer
ar mojligt att vixla mellan elektriskt och magnetiskt fialt genom att ta rotatio-
nen pa filtet dr det naturligt att denna egenskap aterspeglas i basfunktionerna.

4. Det skall vara enkelt att identifiera den delméngd av basfunktionerna, som har
divergensen noll, dvs. de basfunktioner som &r intressanta for utveckling av en
16sning till Maxwells filtekvationer i kéllfria omraden.

Punkt 1 &dr naturligtvis ganska sjélvklar, eftersom det dr Helmholtz vektorekva-
tion som vi skall studera. Att basfunktionerna skall vara fullstédndiga ar ocksa ett
naturligt krav. Sambandet mellan utvecklingen av E-filtet och H-filtet poéngterar
att det inte &r nagon principiell skillnad mellan det elektriska faltet och det mag-
netiska faltet. Punkten 4 &r naturlig med tanke pa att det elektromagnetiska faltet
ar divergensfritt i kallfria omraden. Vi ar av den anledningen speciellt intresserade
av den delméngd av utvecklingsfunktionerna som &r divergensfria.

Vektorklotytfunktionerna

T=12,3
g = ¢€,0
ATO'TTL 16.’ ’
() m=0,1,...,01—1,1
1=0,1,2,3,...

har de egenskaper som kravs i punkt 2. Funktionerna finns beskrivna i appendix C.3
och definieras genom, se (C.2)

" 1 1
Ay () = ———V X (7Y (7)) = ——=VY_u(7) X 7
tomi(7) I0+1) (r¥om (7)) 0+1) (")
1
Aot (1) = ——=rVY,_ (7
2omi(7) I0+1) (")
\ A30’ml<72) = I’A"Yoml(fq)

Vi har dven punktvis konvergens om funktionen har tillréicklig regularitet. Vi avstar att
nérmare beskriva konvergensvillkoren i denna bok.
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For [ = 0 dr definitionsméssigt A1,00(7) = Ass00(7?) = 0, och salunda endast
Aszeo0(7) # 0. Vektorklotytfunktionerna ar ortonormala pa enhetssféren.

// ATo‘ml ('IA") : AT’U’m’l’ (’f’) dQ = 67’7’60'0'/5mm’5ll/
Q

dédr ytmattet pa enhetssfaren 2 ar d) = sin6dfd¢. Andra viktiga egenskaper hos
dessa vektorklotytfunktioner ar foljande:

7 Aom(r) =0, 7=1,2
7 X Azeru(7) =0
och

{ Asomi(P) = Aggmi(F) X 7 (4.2)

A.20'ml('f"> =7 X Alaml (,’Aﬁ)

Fler detaljer om A, (7) finns samlade i appendix C.3. Varje kvadratiskt inte-
grerbar vektorvird funktion, F'(7), definierad pa enhetssfaren kan utvecklas i en
konvergent Fourierserie i detta funktionssystem

Fi) =33 33 tomArm(®), 0€0,7],6€[0,21)

=0 m=0o=e,0 T=1

dér (Fourier-)koefficienterna ..., bestdms genom integralerna
Aroml = // F(If'> : A‘raml(lf') s
0

Lat oss pa forsok undersoka en funktion Fy.(r) = fomi(r)Aiem (), som vi
kréver skall satisfiera (4.1), dvs.

10 9 0 1 0 . 0 1 92 )
r2or \' or o sinb— | + s—5-55 +k | F _
(7"2 or (r 37’) * r2sinf 06 (sm 89) + 72 5in? D2 + ) omi(T) =0

Funktionen f,,,;(r), som &r en funktion av r satisfierar da foljande ordinéra differ-

entialekvation: p d
<$ (r2$> —I(1+1) + k:27"2> fomi(r) =0

eftersom, se (C.8) i appendix C.3

1 0 /. 0 1 02 . .
(Sin&% (SIHQ%) + mw) Alaml<'r’) = —l(l + 1)A10—ml(7')

Losningarna till den ordinéra differentialekvationen for fi(kr) = fynu(r) ér sfariska
Besselfunktioner, t.ex. en linjarkombination av de reguljara sfiriska Besselfunktion-
erna j;(kr) och de sfariska Hankelfunktionerna hl(l) (kr). Detaljer om dessa funktioner
finns i appendix A.2.
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Vidare ses, mha. rdknereglerna for nabla-operatorn, att det framtagna vektorfal-
tet fi(kr)Aism () ar divergensfritt, se (C.6)

V- (fl(kT)Alaml(lf'» = Vfl(kr) : AlUml (I’A’) + fl(kr) % Alo’ml<'f‘)
T
=kfj(kr)7 - Aigm(r) =0
=0

Fran dessa resultat ser vi att punkterna 1 och 4 &r uppfyllda for denna ansats
och fi(kr)Aiem(7) &r en lamplig kandidat for vara sfiriska vektorvagor. Tyvérr
kan vi inte enkelt folja samma schema for att konstruera fler vektorvagor. Daremot
kan vi enkelt konstruera nya vektorvagor utgaende fran den kandidat vi redan har.
Det enklaste séttet att forverkliga detta dr att med utgangspunkt fran basfunktionen

fi(kr)A1omi () konstruera en ny basfunktion genom att ta rotationen pa densamma,
dvs.

V x (fi(kr)Avgm (7))

Vi noterar slutligen att aven V (fi(kr)Y,, (7)) satisfierar Helmholtz vektorek-
vation (4.1), eftersom f;(kr)Y, () satisfierar den skaldra motsvarigheten. Dessa
iakttagelser leder till den definition av de sfiriska vektorvagor som presenteras i
nasta avsnitt.

4.1.1 Definition av sfiariska vektorvagor

Definiera utatgaende? sfiriska vektorvagor .,y (kr)
Wit (k1) = B (k1) Ay (7)
1 .
Uapmi(k7) = 2V X (hg”(m)Alml(r))

g (k1) = %v () Yo (7))

och de reguljira sfiriska vektorvagorna vy, (kr)
Vigmi(kr) = 51(kr) A1gm (T)
Dami(k7) = 2V X (ilbr) Asra(#)
Ot (kr) = 29 k) Vo ()
dér i bada fallen indexen [, m och ¢ kan anta foljande vérden:
[=0,1,2,3,..., m=0,1,....,l—1,l, oc=¢eo0

Vi skall nu visa att dessa definitioner uppfyller de krav som vi stéllde upp tidigare
i detta kapitel, dvs. punkterna 1-4 pa sidan 138. De reguljiara och de utatgaende

2Vi kommer senare, i avsnitt 4.1.3, att forklara varfor de kallas utatgaende sfiriska vektorvagor.
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vektorvagorna &r identiska, sa nar som pa en sfirisk Bessel- eller Hankelfunktion.
Nér vi nedan undersoker dessa vektorvagor kan vi darfor noja oss med att analysera
en uppsattning av dem, t.ex. de reguljira; de utatgaende foljer pa liknande sétt.

Den forsta basfunktionen, 14, (kr), r, som vi redan konstaterat, divergensfri.
Detsamma géller for vog, (k7), eftersom V-V x F' = 0 {or ett godtyckligt vektorfalt
F. Déaremot ar v3,,,(kr) ej divergensfri. Vi konstaterar darfor genast att punkt 4 ar
uppfylld av de sfariska vektorvagorna 7 = 1,2, dvs. 7 = 1, 2 definierar den delméngd
av basfunktionerna som har divergensfria element.

Vi har tidigare visat att vy, (kr) satisfierar (4.1). Eftersom dessutom V -
V1gmi(k7) = 0 finner vi att

V X (VX Vigmi(kr)) = V(V - V15m (k7)) — V20150 (k7)

4.3
= _v2vlaml(kr) = kzvlaml(kr) ( )

Detta samband visar att basfunktionerna v, (k7) och v, (k) kan fas ur varan-
dra genom operationen Vx. Ena vigen foljer av definitionen av vgqp, (kr), medan
den andra vigen foljer av definitionen av vo,, (kr) och (4.3):

1
V X Vogmi(kr) = EV X (V X Vigmi(kr)) = kvigm(kr)

Vi har dérmed visat att d&ven punkt 3 ar uppfylld, och sammanfattningsvis har vi

1
vlaml(kr) = EV X ’Uggml(k'l“)
1 (4.4)
anml(kr) = Ev X ’Uloml(k’r>
och
V X (V X Uromi (k7)) = K*vromu(kr), 7=1,2 (4.5)

Vidare géller, mha. (4.4), att dven vos, (kr) satisfierar Helmholtz vektorekva-
tion.

v2’020m1(k‘7") + k’2’020ml(/{37")
=V (V- oo (k7)) — V X (V X Vogmi (k7)) + k*Vogm(kT)
=~V x (V X Vogm(kT)) + k* Voo (kr) = 0

Aven wvs,m(kr) satisfierar Helmholtz vektorekvation, eftersom j; (k)Y (7) satis-
fierar Helmholtz (skaldra) ekvation. Dérmed har vi visat att de tre sfiriska vek-
torvagorna, bade de reguljira och de utatgaende, satisfierar (4.1), dvs. punkt 1 &r
uppfylld.

For att visa att de sfiriska vektorvagorna ar fullstdndiga pa en sfar r = a behover
vi skriva om de sfiariska vektorvagorna pa en alternativ form, dar vi kan identi-
fiera vektorklotytfunktionerna A,y (7), som vi sedan kan anvénda for att visa
fullstandigheten.
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Fran definitionen av v1,,,;(k7) ovan, riknereglerna for V-operatorn, och rotatio-
nen av Aj,m(7), se (C.7), berdknar vi litt

V X1 (kT)
=V x (jl(kT>A10ml(’f“)) = jl(l{i’f’) V x Algml(’f') +VJZ(]€T) X Alaml(’f’)
N—— —/

LA 2o ()41 A g (7))

1 (k 7771
:]l( T‘) <A2aml(’f') -+ l(l + 1)A3Uml(lf.>> + kjl,(kr) T X Alaml(’fﬂ)
r ——
AZUml("A")
Vi far
1

vZaml(kr) :EV X 'Ulaml(k”r')

] k’T -/ - . kr %
— (J—lgw ) +jl(k7°)> Anomi(T) + V11 + 1)‘7[5{7" )Ai’wml(r)

Den tredje sfariska vagfunktionen vs,,,; (k) kan skrivas om pa liknande satt:

Osrmi (k) =V G Yot (7)) = #51(8r)Yoma (7) + o (5) VYo (7)

k
1) () VI D)

AZO'mlOAa)
En alternativ representation av de reguljira sfiriska vektorvagorna blir darfor

vlaml(kr) = jl(k"'ﬂ)Alaml('f‘)

U%ml(kﬁ’r) = WAQUWL[<%) + l(l —|— 1)jlgj‘74) Aggml(’f“) (46)
'U3oml(l€’l") = jl/(l{?’f’)Aggml (’IA") —+ l(l -+ 1)jl(ljnr) Aggml<’f")

och for de utatgaende sfariska vektorvagorna far vi pa samma sétt

(wiomi(kr) = hiY (k1) A (7)
krh D (kr)Y ) Y (e R
Woomi (k1) = %A%ml(ﬂ + I+ 1) k;(r )Aggml(r) (4.7)
(1)
1 ) h; (kr .
| Warmi(k7) = WY (kr) A (7) + /11 + 1)~ k(r )Agmz(r)

Notera att for [ = 0 sa &r ’U,lg()o(k?'f') = ’U,QU[)()(]{?T') = 'Ulg()()(l{?’r‘) = ’UQUO()(]{?'I") = 0,
endast Ugepo(kT) och v300(kT) dr skilda fran noll. Fran dessa alternativa framstall-
ningar av de reguljara och utatgaende sfiriska vektorvagorna konstaterar vi nu att
de ar fullstdndiga pa en sfar r = a, varvid det rédcker att visa att de ar linjart
oberoende. For att visa detta, betraktar vi en godtycklig linjairkombination av de
utatgaende sfariska vektorvagorna som sammanfaller med nollvektorn, dvs.

Z Z Z chmlumml(k'r) =0

=0 m=0o=e,0 T=1
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Detta medfor, pga. vektorklotytfunktionerna A.,,,;(7):s ortogonalitet pa enhets-
sfaren, att

hY (kr) 0 0 Clomi 0
L h(l) Er)) h(l) k
0 ( r lk( T)) l(l + 1) l k( T) Coomil — O
T T
A (ke
0 11+ 1)% h§”'(k;r) Caoml 0

Icketriviala 16sningar till detta ekvationssystem existerar endast da

o P Gkr) (kr(krhl(”(m))%}”'(m) —I(l+1) (hl(l)(kr)>2)

(kr)?
h) (kr) 1)/ 1) 1/ 1)
= LY () 4 (0 DR o) | kb Chr) = i1 (k)|
(kr)
= — Iy (kr) iy (kr) i) (kr)
dér vi anvdnt oss av rekursionssambanden zf/(z) + (I + 1)fi(2) = zfi_1(z) och

2f](z) = Ufi(2) = —zfiz1(2), se (A.6) for sfiriska Besselfunktioner i appendix A.2.
For fixt varde pa kr = ka ar detta villkor aldrig uppfyllt eftersom det inte finns
nagra nollstéallen till hl(l)(k‘r) for det fall Im kr > 0, vilket dr identiskt med villkoret
for ett passivt material (Imk > 0). Alltsa dr alla koeficienterna ¢4, = 0, och de
utatgaende sfiriska vektorvagorna &r linjiart oberoende. Pa liknande sétt visas att
de reguljiira vagorna v, o, (kr) dr fullstindiga®. T ovanstaende analys har vi saledes
visat att definitionen av de sfariska vektorvagorna endast utgor en linjarkombination
av de fullstindiga vektorklotytfunktionerna A, (7), och punkt 2 &r visad.

Som visats ovan dr delmingden 7 = 1,2 den mest intressanta i spridningssam-
manhang. Dessa basfunktioner satisfierar (4.5)

V X (V X Vrgmi(kr)) = k2vfaml(kr)v T=12
Det elektriska faltet 1 ett kallfritt omrade satisfierar
V x (Vx E(r,w)=kKE(r w)

En allmén utveckling av det elektriska faltet i omradet utanfoér en sfér som omsluter
spridaren i ett kallfritt omrade blir darfor

oo 1 2
E("“, W) = Z Z Z Z (aTUml'vTaml(kT) + f’ramlu'rcrml(kr)) (48)

=0 m=0o0=e,0 T=1
Motsvarande utveckling av det magnetiska féltet blir mha. Faradays lag
oo 1 2
1
H(r7 w) - T Z Z Z Z (aﬂrml’v?aml<k'r) + f’ramlu’?aml(k'r)) (49)

1107

=0 m=0o0=e,0 T=1

31 detta fall uppstar sirskild behandling av de éndligt antal viirden pa [ svarande mot j;(kr):s
diskreta reella nollstéllen.
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dar vi infort det duala indexet till 7, definierat av 1 = 2 och 2 = 1. I de kommande
avsnitten skall vi se att i ett spridningsproblem sa utgor a4, utvecklingskoefficien-
terna for det inkommande féltet medan f,,,,; dr motsvarande koefficienter for det
spridda faltet.

Utvecklingarna av de elektriska och magnetiska filten i (4.8) och (4.9) kallas
for faltens partialvags- eller multipolutvecklingar. Varje [, m, o-term i summan de-
finierar en partialvag eller multipol av ordning (I, m, o). Fran de alternativa fram-
stallningarna, (4.6) och (4.7), ser vi att multipolen med 7 = 1 saknar radiell kom-
ponent (7-komponent), eftersom 7 - Aj,,,(77) = 0. Detta 7-index genererar av den
anledningen en transversellt elektrisk (TE) multipol av ordning (I, m,c). En annan
ofta férekommande bendmning pa denna vag dr en magnetisk multipol av ordning
(I,m, o). Pa samma sétt kallas 7 = 2 for en transversellt magnetisk (TM) multipol
av ordning (I,m, o), eller en elektrisk multipol av ordning (I, m, o), pa grund av
(4.4).

4.1.2 Utveckling av planvag

Det infallande filtet antar vi &r en planvag, vilken dr en vildefinierad funktion
overallt. Den kan utvecklas i de reguljira sfiriska vektorvagorna v, (kr). Vi

ansatter
Ei(raw) Zkk M Z Z Z Zaramlvraml k”l“)

=0 m=0o0=e,0 T=1

Utvecklingskoefficienterna a,,,,; kan berdknas (se évning 4.6).

A1oml = Z-LT‘-Z.I-E'O ' Alaml(’%i)
A2oml = _47ril+1E0 : AQUmZ(I%i)
A3omi = —4TiI By - Agg(k;)

For att planvagen skall satisfiera Maxwells filtekvationer maste den komplexa vek-
torn E, vara ortogonal mot planvagens infallsriktning k;, dvs.

~

EokiZ:O

Vi ser direkt att azgsp; = 0 1 denna utveckling, eftersom Agoml(l%i) ar proportionell
mot l%i, och summeringen i 7-index sker saledes endast 6ver 1 och 2. Ett annat sitt
att uttrycka detta pa, dr att krdva att planvagen skall vara divergensfri. Pa grund
av att endast 7 = 1,2 ingar startar [-summan forst pal = 1 (I = 0 ger inget bidrag).

Speciellt intressant #r fallet med infallsriktning lings z-axeln, dvs. k; = 2. Vi far
da, se (C.4)

A1loml = [ 5m1 V 27T 21 "’ EO aom ae@)

aomi = =101/ 27 (2L + 1) Eq - (65 + 050y) ki = 2 (4.10)

A3oml = 0
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4.1.3 Fjarrfaltsamplitud

Det spridda faltet har sina kéllor inuti spridaren. Vi kan, utanfor en om spridaren
omskriven sfir, utveckla det spridda faltet i utatgaende sfiriska vektorvagor, dvs.

= Z Z Z ZfTO’mluTUml k?’f')
=1

0o=e,0 7=1

Notera att summeringen sker 6ver 7 = 1,2 samt att [-summan startar med [ = 1,
eftersom endast 7 = 1,2 ingar. Motsvarande magnetiska filt har utvecklingen

CROMES ) 3D ) pr AT

7
nonl 1 m=0o0=e,0 T=1

Vi kommer i detta avsnitt att visa att denna utveckling satisfierar utstralningsvill-
koret (3.9) pa sidan 77.

{ (# x By(r)) — nonH (r) = o((kr)™")

ao (& % HL() + By(r) = o((kr) ) 77

De sfiriska Hankelfunktionerna, hl(l), kan pa stora avstand (kr > 1) approx-

imeras med .

h(z) = ——e* + 0(z7?)

/ 1 .
W (2) = €+ 0(z7?)
och de utatgaende sfiriska vektorvagorna kan dérfor approximeras med
ik:r

uTUml(klr‘) - Z_l 2+T k??“ ATO'ml(/f’> + 0<<k?T)_1), T = ].7 2

Notera att detta samband endast giller for 7 = 1,2, vilka &r de 7-index som é&r
aktuella for vara utvecklingar av de elektriska och magnetiska filten. Félten i fjéarr-
zonen blir darfor

(
'Lkr e

E,(r,w) == Z Z Z Zz’l 2 emt Ao (7)) + o((kr)™h)

=1 m=0o0=e,0 7=1

[e.e]

1 ikr _
H(r,w) = ekr ZZ >, ZZ T Fromt Ao (1) + o((kr) ™)

\ =1 m=0oc=e,0 T=1

Vi utnyttjar (4.2), och far

T X E = ]{}’r‘ Z Z Z Zzili fTUmlATcrml( )+ O<<k7n)71)

=1 m=0o=e,0 T=1

oo

ezkr
7 X Hs(’l”, 1 Z Z Z Z 1 2+TframlATaml( ) + 0((]{37“)_1)

non kr

\ =1 m=0oc=e,0 T=1
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Fran dessa uttryck ser vi att utstralningsvillkoren ar uppfyllda.
Det generella uttrycket pa fjarrfaltsamplituden i en multipolutveckling blir darfor

- Z Z Z Z i_l_2+TfTUmIATaml('f') (4.11)

=1 m=0o0=e,0 T=1

Det differentiella spridningstvérsnittet kan generellt skrivas som

2

ZZ Z Z - 2+TfT0'mlATO'ml( )

=1 m=0o0=e,0 T=1

do . F(r
o .y PG
ds? k2 | Eo|® kﬂEl

och det totala spridningstvérsnittet 05(1232-) blir pga. ortogonaliteten hos vektorklot-
ytfunktionerna

7.(k) // (%, k;2|E 24 Zi > i’fmml!2 (4.12)

=1 m=0o0=e,0 T=1

??0

Med hjélp av det optiska teoremet kan vi nu ocksa berékna det totala tvérsnittet

samt totala absorptionstvirsnittet o, (k;)
oa(ki) = 0u(k;) — oy (k;)

Det spridda faltet bestdms av utvecklingskoefficienterna f,,,,;. Det normala for-
hallandet i ett spridningsproblem &r att man kédnner spridaren och det infallande
faltet, som bestdms av dess utvecklingskoefficienter a,,,,;. Ett sadant spridningspro-
blem kallas ett direkt spridningsproblem. Den andra typen av spridningsproblem—
de inversa—kommer att behandlas i kapitel 5. Om spridaren bestar av ett linjart
material kommer avbildningen mellan a, 4., och f,,; att vara en linjar avbildning.
Denna avbildning kan formellt skrivas

oo
fTU’ml E E E E TTO'ml 7 o'm!l Q' g!m! I

I'=1m'=00'=e,0o 7'=1

Den oéndligtdimensionella matrisen 7%, 7omr kallas 6vergangsmatrisen eller T-
matrisen for spridaren. Den &ar oberoende av det infallande faltet och bestams enbart
av spridaren och dess egenskaper. Att 16sa det direkta spridningsproblemet gar ut pa
att bestdmma Overgangsmatrisen for spridaren. I de kommande avsnitten kommer
vi i nagra enkla fall (sfiriska fall da 6vergangsmatrisen dr en diagonalmatris) att
bestdmma denna matris.
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>

€

o — OO

Figur 4.1: Geometri for spridning av planvag mot perfekt ledande sfér.

4.2 Spridning mot perfekt ledande sfar

Det forsta fall vi analyserar blir spridning mot en perfekt ledande sfiar med radie
a och med centrum i origo. Det infallande faltet later vi falla in ldngs positiva z-
axeln. Geometrin visas i figur 4.1. Polarisationsvektorn E ligger i z-y-planet. Dess
utveckling i sfériska vektorvagor blir, se (4.10)

Ei(r,w) = Eye'** Z Z Z Zammlvmml k)

=1 m=0o0=e,0 T=1

Aloml = ? 5m1 V 27T 21 +1 EO aom Ue@) ’%
A20ml = _ZlJrl(Sml V 27T 21 + 1 EO : aew + 600@) Z

Multipolutvecklingen av det spridda féltet ges av

= Z Z Z Z fTJmlu‘raml(k;r>

=1 m=0o0=e,0 T=1

Vart mal blir nu att bestdmma utvecklingskoefficienterna f,,,,. Det totala filtet
utanfor sfaren blir

e l 2
= Z Z Z Z (a‘ra'mlvfaml<k'r> + fTo'mluq-o-ml<k’r))
=1 m=0o0=e,0 7=1
Randvillkoren pa sfirens yta, r = a ér, se (1.13) pa sidan 8

X E(r,w)|—e=0
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Detta leder till att utvecklingskoefficienterna maste uppfylla

{ alomljl(ka)AQUml(lfn) + flamlh (ka)A2aml< ) 0
Wnom (ki (k) Ao (#) + Foomi(kah!? (ka)) Apm(#) = 0

Koefficienten framfor Asy,,;(7) ger inget villkor, da denna vektorklotytfunktion &r
proportionell mot 7. Identifiera koefficienterna framfor de linjéart oberoende vektor-
klotytfunktionerna A, ,,,;(7), och skriv detta sambandet som en diagonal vergangs-
matris, dvs.

Jromi = triromi
Matriselementen t,; dr oberoende av index m och o, och ges explicit av
Ji(ka)
hi (ka)
(kaji(ka))'
(kah;" (ka))’

by = —

(4.13)

Det direkta spridningsproblemet &r nu 16st.
Vi kan nu teckna fjarrféltsamplituden, se (4.11) och (4.10) (endast m = 1 bidrar).

oo 1 2
r) = Z Z Z Z iil72+TfTUmlAToml('fa>

=1 m=0o0=e,0 T=1
= — zz V2m(20 + 1 { x) Ao () — (Eo - Y) Aren(7)) tu

+ ((Bo - @) Aseu(7) + (Bo - §) Aou(i)) ta |

~

Specialfallet med 7 = k; = 2 ges av, se (C.4)

: iEy

Fk) === D (20 +1) (tu + ta)
=1

Detta uttryck bestdmmer fjarrfaltsamplituden i framatriktningen.
Med hjélp av (3.20) pa sidan 83 far vi (beteckningar, se figur 3.4 pa sidan 84)

Ey = Ey- & = E,- (& cos ¢ + Ysin @)
Ei\=Ey-é, =FEq-(—xsin¢g+ ycos o)

och (C.5) skriver vi om fjarrfaltsamplituden F'(7). Resultatet ar

> l+1
z;l

{<0Pl' (cos0) By — ¢ (cos 0P/ (cos§) — I(1 + 1) Py(cos 0)) By, ) tyy

+ <¢Pl/ (cos0)E; | — 0 (cos 0P/ (cos 0) — I(1+ 1) P,(cos 0)) 1”) th}
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ka

2 4 6 8 10 12 14
Figur 4.2: Det totala spridningstvérsnittet o, for planvagsinfall mot en perfekt le-

dande sfiar som funktion av storleken ka. Notera att spridningstvarsnittet &r normer-
at med 2ma?.

Vi skriver om fjarrfaltsamplituden F(7) genom att skriva den pa spridningsmatris-
form, se (3.22) pa sidan 85.

()= (0 39 (5

déar
( 20+ 1 )
S = Z 10 {tuPl (cos @) +to [I(I + 1)P(cos @) — cos 0P/ (cos 0)]}
S =0
SJ_” =0
=20 +1 . ,
l 1) {t1, [I(l + 1)P,(cos ) — cos OP/(cos 8)] + to P/ (cos 0)}

\

(4.14)
Det differentiella spridningstvéarsnittet for den perfekt ledande sfiren far vi ur
fjarrfaltsamplituden.

do . |F@) Z‘” Zl 3 22 :
—=\r) = 1 i Tom ATO'm r
dQ< ) k2’E0‘ ]{72|E | f l l( )

=1 m=0o0=e,0 T=1

2
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och det totala spridningstvérsnittet blir, se (4.12)

( /{:2|E\ ZZZZ’fTUmll _k2|E |222()22|t7la70ml

=1 m=0o0=e,0 T=1 =1 m=0o0=e,0 T=

2 [e’s)
%—ZZZ 2 +1) |t

=1 [=1

(4.15)
oberoende av det infallande filtets polarisation. I figur 4.2 visas hur denna storhet
varierar som funktion av storleken ka pa sfaren. Spridningstvarsnittet &r normerat
med 27a?. Det differentiella spridningstvirsnittet i bakatriktningen # = —k; visas
i figur 4.3 som funktion av ka (normerat med ma?/4m = a?/4), se #ven 6vning 4.2
och jamfor med resultatet av fysikalisk-optik-approximationen i 6vning 3.8.

Det totala tviirsnittet o, (k;) &r identiskt med o, (k;), eftersom det totala absorp-
tionstvarsnittet aa(lgzi) = 0 for perfekt ledande kroppar. Detta foljer omedelbart av
randvillkoret pa sfiarens yta, och att den totala effekt som spridaren absorberar ar

Pa:—/ %Re{ExH*}-ffzdS’:—/ %Re{'fbe}H*dS’:U

Det optiska teoremet ger i detta fall ett alternativt uttryck for det totala spridnings-
tvarsnittet.

. . A7 E:. F(k, >
os(ki) = oy(k;) = e Im {(]Té)} - —ﬁReZ(Zl +1) (ty + to)

=1

Notera likheter och skillnader mellan detta uttryck och det givet i (4.15).

4.2.1 Langvagsgrins

Om sfarens radie a ér liten i jamforelse med vaglangden A kan vi gora approximation-
er. Vi har tidigare i avsnitt 3.6 undersokt langvagsapproximationen eller Rayleigh-
approximationen generellt. Har studerar vi specialfallet med perfekt ledande sfér.

Rayleigh-approximationen innebér i vart fall att ka < 1. Koefficienterna ¢,
i (4.13) kan under detta antagande approximeras. Fran appendix A.2 hdmtar vi
foljande dominerande bidrag fér sma argument:

, 2Lt
Ji(z) = m +0(2?)
(%| 2 —0 (4.16)
W (2) = ~igg o + 0T
och l(l ) l
, , o 20+ 1)z
(Zjl(Z)) = W + O(zl+2)
‘ 20 (4.17)

(hD(2)) = % L o(=t
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ka

2 4 6 8 10 12 14

Figur 4.3: Det differentiella spridningstvarsnittet 3—6(?) i bakatriktningen # = —k;
for en perfekt ledande sfar som funktion av storleken ka. Notera normeringen, som
i detta fall ir wa?/4m = a?/4.

Fran dessa approximationer far vi i Rayleighgrénsen
i (ka '22l Al 2 ka 214+1
= — ](l1§ ) - ( ‘> (ka) ‘ O(2%+3)
WY (ka) 20120 + 1)!
(kaji(ka)) 221+ DI = 1)(ka)?+!

= — =9 + O(223)
T (kahD (ka)) (2D)!(20 + 1)!
Det dominerande bidraget far vi fran [ = 1, vilket &r
k3a?
tyy = —i
11 v 3 _—
o 2k3a3
21 = 1 3

och spridningsmatrisens dominerade termer blir enligt (4.14)

( 1
Sy = ka® (COSQ — 5)

SHJ_ - 0
S =0

S, =ka® (1—%(}089)

och fjarrfaltsamplituden

1 1
F(7) = Kd® {és” <cos€ — 5) Ey +és. (1 — 5 cos 9) E; }
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Spridare

Figur 4.4: Strélningsdiagrammet f(0) for planvégsinfall mot en perfekt ledande
sfér i langvagsgrinsen, f(0) = 12 (2(1 + cos?§) — cos ). Normeringen &r vald sa
att [[, f(6)dQ = 1.

dér e, och é, &r definierade i avsnitt 3.3.
Det differentiella spridningstvérsnittet blir

do . |F@#))? kS ( ) ktaS < 1 >2 )
T = cos 6 — E; 1—=cosf| |E;
dQ( ) k2 ’E0|2 |E0|2 | ||‘ |E ’2 2 ‘ l|

k4 6 k4 6 1
= (cos 0+——cos€) |El||‘ +— <1+—COS 6’—0089) |E; |
|Eo| 4 | Eqf* 4

Det totala spridningstvérsnittet for den perfekt ledande sféren blir, se (4.15) (jamfor
dven resultatet i 6vning 3.7)

6 (|t | It ) 61 [ kSa® N 4k8ab 10mk*a’
O-S _— —
11 21 2\ 9 9 3

For ett opolariserat infallande falt forenklas det differentiella spridningstvarsnit-
tet genom att |E;, |* = }Ei”f = |Eo|? /2. Vi far

do
s

(7) = k*a® (g(l + cos? ) — cos 9)

opol

Stralningsdiagrammet for detta fall finns avbildat i figur 4.4.
Slutligen ger vi ett uttryck for polarisationsgraden hos det spridda féltet for ett
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opol

P
1t

6

30 60 90 120 150 180

Figur 4.5: Polarisationsgraden P)|
som funktion av vinkeln 6.

opol | langvagsgrénsen for en perfekt ledande sfér

opolariserad infallande filt, se (3.23).

Pl— |1 4]8))S10 = SjuSuy|”
opol 2 2 2 2\ 2
<\5||||\ sl AR R S +\Sul)
oy (cos26 4+ 1 — cosf) (1 + § cos®f — cosb) B 3sin? @
\ (§COS29+§—COSG) ~ 5cos26 + 5 — 8cosl

Denna funktion &r avbildad i figur 4.5. Notera att det spridda filtet ar fullstandigt
polariserat, P ]0p01 =1, vid 8 = 60°, trots att det infallande féltet 4r opolariserat. Po-
larisationsgraden P i resonansomradet, ka = 10, som funktion av spridningsvinkeln
0 ges i figur 4.6.

4.3 Spridning mot dielektrisk sfar

Ett fall med manga intressanta tillampningar &r spridning mot en homogen dielekt-
risk sfir, dielektricitetsfunktion €;(w) och permeabilitetsfunktion 4 (w), med radie
a. Vi véljer koordinatsystem sa att sfirens centrum sammanfaller med origo. Det
omgivande materialet har, som foérut, materialparametrarna e¢(w) och p(w). Det in-
fallande féltet later vi, som tidigare, falla in ldngs positiva z-axeln. Geometrin och
materialparametrarna finns avbildade i figur 4.7. Polarisationsvektorn E ligger i
z-y-planet. Dess utveckling i sfariska vektorvagor blir, se (4.10)

Ei(r,w) = Eye'** Z Z Z Zammlvmml kr)

=1 m=0o0=e,0 T=1
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Polarisationsgrad P

30 60 90 120 150 180
Figur 4.6: Polarisationsgraden P for en perfekt ledande sfar, ka = 10, som funktion
av spridningsvinkeln 6.

Aloml = [ 5m1 V 2m 2l + 1 EO O'Ow Je@) ’%
A2oml = _Zl+1(5m1 V 27T 20+ 1 EO . aew + 500@) Z

Multipolutvecklingen av det spridda faltet ges, liksom tidigare, av

w) = Z Z Z Z fTamluTaml(kr)

=1 m=0oc=e,0 T=1

Det totala faltet utanfor sfaren blir

= Z Z Z Z (aﬂrml'vraml(k:r) + f’ramluframl(kr))

=1 m=0o0=e,0 T=1

och motsvarande magnetiska faltet blir genom Faradays induktionslag

Z’f](]?’]H T, C() Z Z Z Z aq—omlvﬂ-aml k"T') + fTO'mluTO'ml<kT))

=1 m=0o0=e,0 T=1

dér, som tidigare, 7 ar det duala indexet till 7.
Det totala féltet inuti sfaren, vilket vi betecknar med E;(r,w), utvecklar vi i
reguljara sfiriska vektorvagor, eftersom det ér vildefinierat Gverallt i sféaren.

00 l 2
- E § § E aﬂ-omlvﬂ-aml<k1r)
=1 m=0o0=e,0 T=1

dar k; = w (e ,ul)l/ 2 /co. Notera att denna utveckling anvénder vagtalet k;. Motsva-
rande magnetiska falt inuti sfaren ar

”70771H1 r, W Z Z Z ZaTamlvTUml kl'r)

=1 m=0oc=e,0 T=1
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€

€1 M1

Figur 4.7: Geometri och materialparametrar for spridning av planvag mot dielekt-
risk sfér.

dar my = (1 /e1)"”.
Randvillkoren pa sfirens yta, r = a &r, se (1.12) pa sidan 7 (inga ytstrommar
J s antas)

<>

{fxEﬂnMMm:

X Hy(r,w)|—e =7

Dessa villkor leder till att

( Cromifi(k10) Asgrni () = @101t (k@) Asgma(7) + fromihy” (ka) Azgm ()
kiaj(kia)) R kaj(ka)) )
QJmI%Alaml(T) = a20ml$Alaml(T)
kah'" (ka))’ )
+ fQJmI%AlamKT)
1 kiaj;(kia)) ) 1 kaj(ka)) .
Talaml%AlamlOn) = Ealoml%Alaml(r)
1 kah'" (ka))’ )
+ _flamlMAlaml(r)
n ka
1 . 1 . 1) .
_QQUmljl(kla)AQUml(r> - 5 <a20ml]l(ka> + f2amlhl (k@)> A20ml (T)

\ T

Koefficienterna framfor Az, (7) ger inget villkor, da denna vektorklotytfunktion &r
proportionell mot 7. Identifiera, liksom i fallet perfekt ledande sfir, koefficienterna
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framfor de linjart oberoende vektorklotytfunktionerna A, (7). Resultatet ar

(

Ctomii(k10) = @it (ji(ka) + tuhf" (ka) )

1 | 1 .
otom(k10ji(k10)' = Ziom ((kajl(/m))' + tll(kahl(l)(ka))’)

M1
(hajho) _ - ((krajz(k’a))’ L <kah§”<ka>>/>

Qooml

kia ka 2 ka

1 _ 1 .
_a2aml]l(k1a) = 5a2oml (]l(/m) + thhl(l)(ka)>

\ h

dér vi skrivit I6sningen som en diagonal overgangsmatris, dvs.

fTO"ITLl = tr0romi

Matriselementen ¢,; dr oberoende av indexet m, och 16ses ut ur ekvationssystemet
ovan. Resultatet ar

ty = — pgi(ka)(kraji(kra))” — p(kaji(ka))' (ko)
phi") (ko) (kragi(kra))’ — o (kahy" (ka))Gi(kaa) (418)
by - chka)(aji(kna)) — e (kaji(ka)) ilkio) |
[ (ka) (kvaji(kaa)) — e (kaly (ka)) ju(kra)

Vid vissa frekvenser, s.k. resonansfrekvenser, har ndmnaren i (4.18) nollstéllen som
ligger néra realaxeln i det komplexa ka-planet. Dessa resonanser leder till skarpa ef-
fekter i det totala spridningstvérsnittet. Ett exempel pa dessa effekter har vi tidigare
sett i figur 3.27.

Fjarrfaltsamplituden blir, se (4.11) och (4.10) (endast m = 1 bidrar)

[eS) l 2

Z Z Zi_l_z—i—q—fTamlATaml(lfh)

=1 m=0o0=e,0 T=1

o0

:—@Z V2m(20+ 1) { 2)A1ou (1) — (Eo - Y) Aren (7)) tu

+ (Bo - &) Aser(7) + (Bo - ) Asou()) t |

Specialfallet med 7 = k; = 2 blir pa samma satt som i fallet med spridning mot
perfekt ledande sfér

; iBy
Fk;) = =2 (20 +1) (tu + t)

=1

Fjarrfaltsamplituden F'(7) skriver vi om pa spridningsmatrisform, se (3.22) pa
sidan 85, genom att sétta in (C.5). Resultatet blir till sin form identiskt med resul-

tatet 1 avsnitt 4.2.
(F) _ (Sn SL) ( )
F Sy Sii) \Eio
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Figur 4.8: Det totala tvarsnittet o,, det totala spridningstvérsnittet o, samt totala
absorptionstvérsnittet o, for planvagsinfall mot en dielektrisk sfar som funktion av
storleken ka. Sfirens material har parametrarna €, /e = (1.5+40.01)?, samt p; /= 1.
Spridningstvirsnitten dr skalade med wa?.

dér

( = 201 , ,

Sy = —1 Z ) {t1,P/(cos @) + tor [I(1 + 1) P,(cos 0) — cos O P, (cos 0)]}

=1

] S =

Sy =0

= 2041 , /
\ ZZ 0+ 1) {tu [l(l +1)P(cos @) — cos O P/(cos 0)] + ty P/ (cos )}
(4.19)

Det differentiella spridningstvéarsnittet for den dielektriska sfaren far vi ur fjarr-
faltsamplituden. Resultatet ar

dQ k2 ’E ‘ ]{]2 |E | Toml<{AToml

=1 m=0o0=e,0 T=1

2

Det totala spridningstvirsnittet o, (k;), se (4.12) for motsvarande rikningar for den
perfekt ledande sféren, (4.15), blir

2 00
o, (k;) = ZE}Z (21 + 1) [t
T =1

I likhet med den perfekt ledande sfiaren dr det totala spridningstvérsnittet oberoende
av det infallande filtets polarisation.
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Med hjélp av det optiska teoremet berdknar vi det totala tvarsnittet at(ki), se
motsvarande berdkningar for den perfekt ledande sféren.

at(ki) = _?{:_Z Re {Z(Ql +1) (ty + 7521)}

~

Det totala absorptionstvérsnittet o,(k;) fas till slut ur
Ua(’;?z') = Ut(’%z‘) - Us(’%z‘)

I figur 4.8 illustreras teorin i detta avsnitt med en berékning av det totala tvérsnit-
tet o, (k;), totala absorptionstvirsnittet o, (k;), samt det totala spridningstvérsnittet
o,(k;) for en dielektrisk sfir med parametrar €, /e = (1.5 4 40.01)2, samt g1 /p = 1.
Spridningstvirsnitten dr skalade med sfirens geometriska tviirsnittsarea ma?.
Materialparametrarna, €;(w) och ui(w), och ka #r i praktiken inte oberoende
storheter, pga. frekvensberoendet hos materialparametrarna. Vi illustrerar denna
koppling genom att berdkna de olika tvérsnitten fér en vattendroppe med radie
a = 1 mm i frekvensintervallet [10, 100] GHz. Vattnets dielektricitetsfunktion antas

variera som (Debye modell)

€s — €0

(W) =t 75707

dér e, ar dielektricitetsfunktionens virde for hoga frekvenser medan e, &ar vérdet
for w = 0 (statiska virdet). Explicita varden &r

r=1.0-10""s
€oo = D.27
es = 80.0

Resultatet visas i figur 4.9.

4.3.1 Langvagsgrins

Om sfiarens radie a &r liten i jamforelse med vaglangden A och samtidigt €; och
ej ar for stora, kan vi géra approximationer. Mer precist uttryckt, sa skall det gélla

att
ka <1
kla <1
Koefficienterna ¢,; i (4.18) kan under detta antagande approximeras. Vi anvénder

approximationerna (4.16) och (4.17). Fran dessa approximationer far vi i Rayleigh-
gransen det dominerande bidraget fran [ = 1, vilket ger

2ik3a® i — p
t11 =

2ik3a3 € — €
lo1 =
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20 40 60 80 100

Figur 4.9: Det totala tvarsnittet o,, det totala spridningstvérsnittet o, samt totala
absorptionstvirsnittet o, for planvagsinfall mot en sfirisk vattendroppe (¢ = 1 mm)
som funktion av frekvensen f (GHz). Spridningstvirsnitten dr skalade med ma?.

och spridningsmatrisens dominerade termer blir enligt (4.19)

S|||| = k2a® fh = B + Q¢ cos
w1+ 2 e+ 2
Siy =
S, =kd® = A cos e
\ + {/,Ll 2/JJ €1+ 2¢

och fjarrfaltsamplituden

F(i) = Ba* ey (2 4 22 s ) By
P+ 2p €+ 2

R 1 — [ €1 —€
+é, cos 6 + E;
L(/L1+2u 61+26) }
Vi ser att den perfekt ledande sfiren kan fas som ett gransfall av detta resultat,

genom att ta grinsen ¢; — oo samtidigt som p; — 0.
Det differentiella spridningstvéarsnittet blir

d F(M]* kb - — 2
_U(f'):| <7")|2: T e 1By |”
ds? k2| E,| |Eo|” |11+ 21 €1+ 2¢
Kla® | = cosf + a-c 2|E~ ?
| Eol* | + 2 € +2e|
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och det totala spridningstvarsnittet for den dielektriska sfiren blir
6 ) o 61 [ 4kSa® 2
= (]t ta]?) = =
o (|11|+|21|) k‘2( 9 |+ 2 9
_ 8wk'al 2
-3
Med hjélp av det optiska teoremet berdknar vi det totala tvarsnittet Ut(fci)

P Hi— M €1 — ¢
k) = 4rka®1
oi(ki) e m{u1+2u+61+26}

€1 — €
€1 + 2¢

I ‘2 4k°a°

€1 — €
€1 + 2¢

2
Nl—ﬂ‘
P+ 2p

samt totala absorptionstvirsnittet o, (k;)
oalk:) = ov(ks) — oy(k:)

Fér ett opolariserat infallande falt giller att |E;,|* = ‘EZ-|||2 = |Eo|?* /2 vilket
forenklar det differentiella spridningstvérsnittet till
2}

Kab || pp — p €1 — €
+
2 w1+ 2u €1+ 2e
Specialfallet med en sfar med magnetiska egenskaper som ér identiska med om-
givningen, p; = pu, ar speciellt viktigt. Det differentiella spridningstvérsnittet, det
totala spridningstvarsnittet, och det totala tvarsnittet blir i detta specialfall

do
dQ)

A cosf + i
1+ 2p €1 + 2¢

cos 6

(i) =

opol

2
€1 — €
€1 + 2¢

99 5y = £
i | Eol”

(cos?0[By|* + 1B

respektive (jAmfor dven resultatet i Gvning 3.6)

2
€1 — €
€1 + 2¢

€1 — €

_ 8rk*ab

5 ou(k;) = 47ka® Im

Os

€1 + 2¢

Definitionen o; = o, + o5 anvinds for att berdkna det totala absorptionstvér-
snittet. Resultatet till lagsta ordning i potenser av ka &r

127ka3e Im ¢
(Ree; + 2¢)° + (Imey)?

Oq —

Det differentiella spridningstvéarsnittet och polarisationsgraden hos det spridda
filtet for ett opolariserat infallande falt, da pu; = u, dr ocksa intressanta. Resultatet
ar

2
€1 — €
€1 + 2¢

k*a®
2

do
ds?

() =

opol

1+ cos?0
(
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Spridare

I

-0.1 -0.05

Figur 4.10: Stralningsdiagrammet for planvagsinfall mot en dielektrisk sfar i
langvagsgrénsen, f(0) = 12— (1 4 cos?#). Normeringen &r vald sa att [ [, f(0) dQ =
1.

och

[ Pl _ [, Acos®f _ sin®f
i (Ji1 + Jo2)? (14 cos26)® 1+cos?f
Stralningsdiagrammet for detta fall finns avbildat i figur 4.10. Notera ocksa att

vi har fullstdndigt polarisation, P| opol = L hos det spridda féltet vinkelrdtt mot
infallsriktningen, 6 = 7/2, trots att det infallande féltet &r opolariserat.

Ovningar till kapitel 4

4.1 Visaatt t-;1(4.13) och (4.18) for reella €; och 1y satisfierar (energikonserveringssam-
band)
tq—lt;k_l = —Re tr

4.2 Berikna det differentiella spridningstvérsnittet i bakatspridningsriktningen

.12
do . F(r = —ki)

(= —k) =
" =T e
for en perfekt ledande sfir eller dielektrisk sfar uttryckt i en serie 6ver ..

4.3 Bestdm det elektriska filtet, E1(r,w), inuti en dielektrisk sfir (radie a, material-
parametrar €; och g1 = p) i langvagsgrinsen. Det omgivande materialets parametrar
ar e och p.

4.4 Beriékna 6vergangsmatrisen t,; for en infallande planvag mot en perfekt ledande sfér
med radie a, som har ett sfiriskt dielektriskt skikt utanpa. Skiktets tjocklek &ar b—a,
och det har materialparametrarna €; och up, se figur 4.11.
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<>

€ u
€1

g — OO

Figur 4.11: Geometri for 6vning 4.4.

*4.5 Visa foljande vektoridentiteter fér vektorklotytfunktionerna A ;:

/ Ao (T Zkk TdQ = 4mi jl(kr)Alaml(lg:) = 47rilvlaml(kr)

- 4 .
/ At (P)7 00 = 700, () Arga()) = i)

Al - .
/ ASaml Zkkr dQ = 7vk (]l(k‘?") Jml(k)> = _Z4ﬂzlv3aml(kr)

dir k = kk och
\Y —a:i—i- i—I—z
AT yak ok,

4.6 Visa att en allmén planvag Ege"k’%i”" har en utveckling i reguljira sfiariska vek-
tOrvagor v gm(kr)

Zkk L Z Z Z Zaﬂ'a’ml'vTo'ml kT)

=0 m=0o0=e,0 7=1

dar A
Aloml = 47TilE0 : Alo’ml(ki)
A2o0ml = _47T7;l+1E0 : AQUml(’%i)
A3oml = _47Til+1E0 : A3aml(’%i)

Ledning: Anvand resultatet fran évning 4.5.



Sammanfattning 163

Sammanfattning av kapitel 4

Sfariska vektorvagor—reguljira

U1amz(k7“) = jl(kT)Alaml(’lA“)
ami(kT) = %v % (Gi(kr) A v (7))

Osrmi(br) = 2V (Gilbr)Yom(7)

vloml(k:r) = jl(/{?T’)Algml(’f’)

(krji(kr))
kr

V3omi(k7) = J)(kr) Asgmi(7) + /(1 + 1)

Vaoml (/ﬂ’l‘) = A2o’ml ]l A3crml If’)

Sfariska vektorvagor—utatgaende

Wi (k) = B (k1) Ay (7)

1 A
Uai (k) = 2V % (1" (kr) Avo (7))

U (kT) = %v (hg”(kr)yml(f))

(w1 (k1) = W\ (k1) Ay (7)
(krhi (kr)Y hY (kr)

’U/QUml(/{Z’l") = Ior Aggml(’r’) + l(l + 1) Lr A3oml("')
(1)
! R h kr ~
| Waomi(kr) = WY (k) Asgm (7) + /101 + 1) ———~ k(r )Amz(r)

Utveckling av planvag

Ei(r,w) Zkk "= Z Z Z Za"ramlv'raml k”l“

=0 m=0o0=e,0 T=1
.l -
A1oml = 4mi EO : Alo’ml<ki)
_ 41 )
A2o6ml = —4mi EO : A20ml<ki)
_ 141 1
A36ml = _47TZ EO : A30’ml<ki)




164 Spridning och sfariska vektorvagor

Kapitel 4

Fjarrfaltsamplitud

F(7)

l 2 R ~
= Z;:l Zmzo za:e,o 27:1 t : 2+TfTamlA7—aml (T)

Differentiellt och totalt spridningstvéarsnitt

2
do . —l—2+T
d_Q<r7 ) /{2 ’E ‘ ZZ Z Z/L fTO’mlATO'ml( )
=1 m=0o0=e,0 7=1
Us( i 5 ZZ Z Z|f70ml|
k|E| =1 m=0o0=e,0 T=1
Perfekt ledande sfar
( — 2041 ) )
Sy = —t Z 0+1 {t1P/(cosf) + to [I(I + 1) P(cos§) — cos 8 P/(cos )]}
I=1
S =0
SJ_” =0
20+ 1 , ,
Z T {tu + 1)P(cos0) — cos O P/ (cos 0)] + to P/ (cos6)}
\
( u= ——jl(ka)
hi (ka)
, - ity
(  (kah{" (ka))’
~ 2 o 2m =
oulks) = 15D D 2+ D) [t = =75 Re Y (21+1) (tu + tz)
=1 i=1 I=1
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Perfekt ledande sfir, langvagsgrins

1 1
F(7) = kd® {ésH <cos€ — 5) Ey +ésy (1 — 508 9) Eu}
( 33 1
Sy =k a (COSQ - 5)

SL”:O
3.3 1
S =Fka (1—§cose>

10mk*a’
3

(7) = k'a® <g(1 + cos? ) — cos 8)

B 3sin® 6
ool 5 os2f + 5 — 8cos b

\

Og —

do
d)

opol

Pl

Dielektrisk sfar

k )

20+1
ll+1

20+ 1 , ,
—i Z 10 {tll + 1) P (cos0) — cos O P (cos 0)] + to P/ (cos0)}

m(ka)(hayz( a)) — p(kagi(ka)) ji(kia)
phi? (ka)(kiagi(kra)) — pa(kah{” (ka)) ji(ksa)
__ejilka)(kagi(kia))” — ei(kaji(ka)) ji(kia)
ehM (ka)(kyaji(kra)) — e (kah(" (ka))'ji(kya)

2 00

2w .
=3 ZZ @214 1) [tal?, o(ki) = —ﬁReZ(2l+ 1) (ty + to)

=1 [=1 =1

{t1P/(cos @) + to [I(1 + 1) P,(cos @) — cos O P/ (cos 0)] }
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Dielektrisk sfir, langvagsgrins

pr+ 20 e+ 2
A H1— M €1 — €
+e cos 6 + E;
i (Ml + 2 €1+ 26) L}

4 _ _
SH” = kgag ) K —+ ‘1 ¢ cos b
p1+ 20 €+ 2e

F(’f‘) = /{;3a3{és ( fa— B + a-c COSQ) EIH

SjL. =0
S =0

Si1L= k3a3{%0089+ a-c }

\ U1+ 20 €1+ 2¢
€1 — € 2
€1 + 2¢
R k*ab
) =
B sin’ 0
opol T 1 4 cos26)’

B Srk*ab
-3

Os ) M1 = W

2
€1 — €
€1 + 2¢

do
d?

(1+00529), 1 = j

opol

P = p




Kapitel 5

Invers spridningsteori

spridning av elektromagnetiska vagor. Spridarens geometri och materialegenskap-

er (perfekt ledande yta eller dielektrisk kropp karakteriserad av € och ) antogs
givna, och problemet bestod i att berdkna hur det spridda faltet ser ut. Speciellt var
vi intresserade av fjarrféaltets utseende. Detta spridningsproblem kallas det direkta
spridningsproblemet.

Aven om det direkta spridningsproblemet &r utomordentligt viktigt i manga
tillampningar, sa ér kanske omvéndningen, det s.k. inversa spridningsproblemet, &n
mer intressant. Problemstédllningen &r hér att ur kunskap om det infallande och
det spridda filten beridkna vad det var som gav upphov till det spridda féiltet,
dvs. bestdmma spridaren.

Det inversa spridningsproblemet kan uppdelas i olika fragestallningar beroende
pa vad man o6nskar bestdmma, eller hur mycket man kéanner till om spridaren. Har
man t.ex. kiinnedom om att spridaren &r en metallyta ricker det att bestdmma
spridarens form. I andra sammanhang &r spridarens materialegenskaper, t.ex. hur e
och p varierar inuti spridaren, det priméra. En tredje variant pa ett inverst sprid-
ningsproblem, som ibland far namnet inverst kéllproblem, &r att bestimma det
spridda faltets kéllor, dvs. att bestamma J .

Inversa spridningsproblem har tillampningar inom de flesta teknikomraden. De
allra mest patagliga finns inom medicin, t.ex. tomografi', och geofysik, t.ex. olje-
och malm-prospektering. I dessa tillimpningar 6nskar man pa avstand bestdmma
ett materials egenskaper utan att forstora det.

Det inversa spridningsproblemet &r betydligt svarare att losa &n det direkta
spridningsproblemet. Den framsta orsaken till detta &r att det inversa problemet &r
icke-linjart, dvs. spridarens geometri eller materialegenskaper beror icke-linjart pa
det spridda filtet. Aven numerisk instabilitet &r svar att beméstra. Nagon allmén
l6sningsmetod for det inversa problemet finns inte, men for vissa enkla approxima-
tioner ar det mojligt att losa problemet. Speciellt viktiga &r de fall dar problemet
linjariseras. 1 detta kapitel kommer vi att analysera nagra sadana enkla inversa
spridningsproblem. I avsnitt 5.1 visas hur man kan rekonstruera objekt vars elekt-
riska egenskaper avviker svagt fran det omgivande mediets. Formen pa objekt, vars

! kapitel 3 och 4 analyserade vi nagra grundliggande problem som uppstar vid

LAv grekiskans tomos avskuret stycke (jfr anatomi) och grekiskans grafein skriva, teckna.

167
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Figur 5.1: Geometri for inversa spridningsproblem.

yta ér perfekt ledande (metall), kan rekonstrueras med hjéilp av fysikalisk-optik-
approximationen. Detta behandlas i avsnitt 5.2.

5.1 Svaga spridare

Dielektricitetsfunktionen e har tidigare i denna bok varit oberoende av rumsvariab-
lerna r (homogena material). I detta avsnitt later vi e variera i rummet. Utanfor
en sfar med radie R a4r € = 1, dvs. vakuum, medan innanfér denna sfiar varierar
€, se figur 5.1. I avsnitt 2.1 hirledde vi den fundamentala differentialekvation som
det elektriska filtet uppfyller. Hirledningen av (2.2) pa sidan 45 géller dven om
dielektricitetsfunktionen € varierar i rummet.

V x (Vx E(r,w)) — w?euoe(r)E(r,w) = 0

Vi har antagit att inga yttre palagda strommar finns i V, utan endast strommar
som induceras av det yttre infallande filtet F;, se nedan, samt att materialet ar
icke-magnetiskt, p = 1.

Det &r lampligt att inféra beteckningen

€(r) =1+ x(r)

Funktionen y,. anger avvikelsen fran fri rymd (vakuum). Det omrade som Y, &r skild
fran noll, antar vi &r begransat och ligger innanfor en sfiar med radie R, se figur 5.1.
Vidare antar vi att . inte beror pa frekvensen w, dvs. materialet &r dispersionsfritt.
I det inversa spridningsproblemet &r det just denna funktion, x.(r), som vi vill
berékna fran spridningsdata.

Vi anvéander beteckningen J pa den inducerade stromtéatheten i Vi, i enlighet
med beteckningarna i kapitel 3. Storleken pa dessa strommar, som uppstar pga. att
€ varierar i rummet, far vi genom att skriva om ekvationen fér det elektriska féltet
ovan

Vx (VxErw)—kKFE(rw) =ky.(r)E(r,w) (5.1)
dar
k% = wleppo
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Notera att k ar vagtalet for en vag i vakuum (omgivande medium) och inte vagtalet
for materialet i spridaren. Fran det hogra ledet identifierar vi latt den inducerade
stromtéthetens storlek uttryckt i det totala elektriska féltet, se (2.2) pa sidan 45.

iwpgd s = k*x.E

eller
Js = —iwegx.E (5.2)

De inducerade strommarna ar naturligtvis okdnda pa detta stadium. I kapitel 3
visade vi sedan att strommarna gav ett uttryck pa det elektriska faltet. Ekvationen
(3.4) pa sidan 72 ger oss foljande integraluttryck:

B.(r) = [+ VY] . /// ““'”',|xe< V() df, v gV,

Ar|r

I ett spridningsproblem &r det naturligt att dela upp félten i ett inkommande
och ett spritt falt, precis som i kapitel 3 och 4.

E=E,+E,

Dessa bada filt, E; och E, utgor de experimentella data fran vilka vi vill bestimma
Xe(r). Vi kan dock bara observera falten utanfor spridaren, inte inuti, och dérfor
ar filtet E i integralen ovan okdnd. Om vi ddremot har en situation dar vi vet
att spridaren &r svag, sa att det spridda faltet &r litet jamfort med det infallande
faltets styrka, dvs. E, < FE;, kan vi med integraluttrycket ovan generera olika ap-
proximationer for detta inre filt. Tva av dessa approximationer, Born- och Rytov-
approximationen, ar speciellt viktiga och behandlas nedan.

5.1.1 Born-approximationen

Fjarrfiltet fran en stromfordelning J, hérledde vi i avsnitt 3.1.1. Fran detta avsnitt,
speciellt ekvation (3.6) pa sidan 74, himtar vi resultatet?

dar

Med uttrycket pa J, fran (5.2) far saledes ett uttryck pa fjarrfaltsamplituden

k2eqnow Ko k3 -
K(r)= —— —ikTT NE(r' I —ikPr NE(r' /
7)== [[[ e epeyar = [ [ e pe i
Vs

Vs

2En motsvarande formulering baserad pa nirfaltsmétningar kan ocksa formuleras.
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A

Figur 5.2: k-rummet da 7 genomloper alla spridningsriktningar.

Inga approximationer har gjorts i detta uttryck dnnu. For att 16sa det inversa
spridningsproblemet, dvs. bestimma funktionen x.(r), behéver vi linjarisera prob-
lemet. Vi antar darfor att spridaren &r svag. Matematiskt innebér detta att

Xe(r) < 1

Under dessa forutsdttningar ér det inte stor skillnad pa det totala elektriska filtet
E och det infallande filtet E;. Vi kan déarfor i vart uttryck pa fjarrféaltsamplituden
ersitta det okédnda totala filtet med det kidnda infallande faltet, dvs.

K@) = / / [ B a

Later vi det infallande filtet vara en planvag

Ei(r) = Ege*

3 L - /
K = B [[[ it

Detta approximativa uttryck pa fjarrfaltsamplituden identifierar vi med en tredi-
mensionell Fouriertransform av funktionen x. beréknad i punkten k;(k: — 7). For
varje fixt viirde pa k och infallsriktning k; genomloper vektorn k:(k: — ) en sfir
med radie k& och centrum i punkten kkzz, da observationsriktningen 7 varierar i alla
riktningar, se figur 5.2. Om den experimentella uppstéillningen endast medger att
ett transmitterat fialt kan méatas far vi endast information i Fourierrummet pa en
halvsfar med radie k och centrum i punkten kl%z, se figur 5.3. I bada dessa fall ser vi
att hela Fouriervariabelrummet spinns upp av k(k: —7) om vi later k, k; och 7 vari-
era pa lampligt sdtt. Born-approximationen leder darfor till att spridarens e-profil

far vi
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Figur 5.3: k-rummet da 7 endast genomloper de spridningsriktningar som svarar
mot ett transmitterat falt.

kan bestdmmas genom en tredimensionell invers Fourierintegral 6ver spridningsdata
(fjarrfaltsamplituden F' i lampliga riktningar och for alla frekvenser). Notera att
endast fjarrfaltsamplituden, F', kan fas fran experimentella data, vilket medfor att
endast K':s tangentialkomponenter kan erhallas, dvs.

’ L &Y.
F(#) = i x (K(#) x ) = # x (Eo x #) i’_ // / () g
7I8
Vs

Vi observerar att © X (Eg X 1) = Eqg — 7 (Ey - 7) = 0 endast da E &r riktad i 7:s
riktning, vilket alltid gar att undvika med ldmpligt val av polarisation F.

5.1.2 Rytov-approximationen

I Born-approximationen linjariserades problemet genom att det okénda totala faltet
i integralen for fjarrfdaltsamplituden ersattes med det overallt kéinda inkommande
faltet. En annan approximation erhalls genom att linjarisera fasen hos det elektriska
faltet. Denna approximation leder till Rytov-approximationen.

Vi later som tidigare det infallande filtet vara en planvag

Ei(r) = Eoeikki’r

dér den komplexa vektorn Eq anger polarisationstillstandet hos det infallande féltet.
Rytov-approximationen innebér att polarisationstillstandet hos filtet inte fordndras
namnvért vid spridningen. All spridning ges av en fordndring av filtets fas. Vi
ansétter déarfor foljande uttryck pa det totala faltet:

E(r) = By
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dér fasen ¢(r) har formen R

Y(r) =k -r+s(r)
Den forsta termen pa hoger sida ér det infallande féltets fas medan den andra termen
(1) anger avvikelserna fran det infallande féltets fas. Avsaknad av spridare innebér

att ¥s(r) = 0, och det totala filtet E blir identiskt med det infallande féltet E;.
Med denna ansats far vi med hjélp av rédknereglerna for V-operatorn

V x E(r) = ike®™™ (Vi (r) x Eq)
eftersom Ej inte beror pa rumskoordinaterna. Vidare far vi

V x (V x E(r)) = ikV x (™ "Vy(r) x Eq)
=ik [~EoV - (™ "Vy(r)) + (Ey - V) (e "V (r))]
— —ikEoe™ ") [ikV(r) - Vip(r) + V2(r)]
+ik (Eo - V) (Mg (r))

Fasen 15(r) antas vara en storhet som varierar langsamt i materialet. Vi anvén-
der dessutom att

V(1) = ki + Viby(r)
och
V23(r) = Vy(r)
Vi approximerar nu uttrycket for V x (V x E). Endast termer som &r linjara i Vi),
sparas, och termer som innehaller V2, och andra andraderivator av ¢, forsummas.

V x (V x E(r)) = Eget® [kQ (kz + sz(r)> - <k: + ws(r)> - z'/.cv%ps(r)}
+ ik (B - V) () (ki + Vo (r)) )
~ Bkt [1 4k, - V@bs(r)}
_ g2eihv(n) [EO - (k: + V%(r))] (k: + sz(r))
~ ei’fw(’")k?{Eo (1 + 2k, - Ws(r)) . (EO - k:) k,
— (Bo- V(7)) ki — (Eo : kz) V%(T)}
Eftersom Eg - k; = 0 far vi till slut
V x (V x E(r)) ~ et {Eok:Q (1 + 2k, - sz(r)) — K (Ey - Vb (r)) k}
Med denna approximation blir (5.1):
2B, (ki V(1)) = (Bo - V(1)) ki = xo(r) By
Eftersom E, och k; #ir vinkelriita far vi tva ekvationer.

2’%1 : V¢S(T) = Xe(r) (53)
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3?)

Figur 5.4: Geometri fér Rytov-approximationen.

och
EO . V¢S(T) =0

Ekvation (5.3) utgor huvudekvationen for att bestdmma x.. Det vénstra ledet
dr en riktningsderivata i k;:s riktning. Vi kan alltid orientera vara kartesiska ko-
ordinater xyz sa att k;:s riktning ligger i xy-planet. Lat n vara en koordinat i k;:s
riktning, se figur 5.4, och £ en koordinat i xy-planet vinkelrit mot 7. Vinkeln ¢ anger
rotationsvinkeln mellan de bada koordinatsystemen xy och £n. Sambandet mellan
koordinaterna zy och &n ar

E=2xcos¢+ysing
N = —xsin¢ + ycos o

Fasen 94(r) antas vara noll da n — —oo (i sjélva verket ar 14(r) i denna ap-
proximation noll &nda fram till spridaren) och vi kan alternativt skriva ekvationen
ovan som en linjeintegral. Vardet pa 1,(r) bakom spridaren blir

1 [e.9]
w2 =3 [ xlwya)d
—0oQ
Integrationen i variabeln 7 &dr dndlig, eftersom Y. har antagits vara noll utanfér en
sfar med radien R. Koordinaten z &r endast en parameter héir och skrivs inte ut i
fortsédttningen. Inverteringsproblemet blir med andra ord tvadimensionellt i denna
approximation.
Fasens amplitud pa baksidan av spridaren &r, forutom en funktion av koordi-
naten £, dven en funktion av vinkeln ¢, som parametriserar den infallande vagens
infallsriktning k;. Vi far till slut

weo) =3 [ g (5.4

(e 9]
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[ avsnitt 5.1.3 och 5.1.4 kommer en allmén teori for att 16sa ut y.(r), om vi kinner
Vs(€, @), att presenteras.

5.1.3 Projektionssatsen

Resultatet i detta avsnitt &r sa allmént att vi foredrar att presentera det som en
matematisk sats, som sedan kan tillimpas pa invers spridning med Rytov-approxi-
mationen i avsnitt 5.1.2.

Vi antar att métresultaten, u,(€), och den okédnda funktionen, f(z,y), dr repre-
senterade pa formen

uglE) = / £ y) dn = / / F(2.9)5( — p- &) dudy (5.5)

Vektorn p dr hir den tvadimensionella ortsvektorn, dvs. p = x + yy. Integrationen
ar i praktiken 6ver ett dndligt intervall da funktionen f antas vara noll utanfor ett
begriansat omrade i planet. Fysikalisk kan vi tolka integralen som en projektion av
funktionen f(x,y) langs en linje {=konstant, se figur 5.4. Koordinaterna & och 7 &r
relaterade till de réatvinkliga koordinaterna x och y genom

E=2xcos¢p+ysing
N = —xsin¢ + ycos ¢

eller omvéndningen

x = &cos¢p —nsin @
y=£&Esing + ncoso

Riktningarna & och 7 &r

€ =& cos¢+ Ysing
) = —xsin ¢ + Y cos ¢

Funktionen wu4(€) kan dérfor alternativt uttryckas som en funktion av £ och é .
Fouriertransformen av u4(¢) med avseende pa variabeln ¢ betecknar vi®

[e.9]

To(p) = / g €)™ d

— 00

dér p ar &:s Fouriervariabel. Inséttning av (5.5) ger

Uuy(p) = 76””5 /7 Fa,y)0(6 = p - &) dady d§ = /7 f(z,y) exp {ipp-é} dxdy

3Fouriertransformen betecknar vi med "hatt” (7). Forviixla ej med en vektor av lingd ett, diir
vi ocksa anviander hattsymbolen.
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Detta dr en tvadimensionell Fouriertransform av funktionen f(x,y) evaluerad i punk-
ten pé .

Projektionssatsen kan nu formuleras.
En endimensionell Fouriertransform av en projektion av f dr lika med en skiva (linje
lings E) genom det tvadimensionella Fourierrummet av f.

Med en invers Fouriertransform pa funktionen f(x,y) far vi

flz,y) = ﬁ// F(p) exp {~ip - p} dp.dp,

dér (p > 0) R
f(p) = ty(p)

och vektorn p ar uttryckt i kartesiska koordinater

P = TP, + Ypy
Pz = PCOS P
Py = psing

Formellt ger dérfor kiinnedom om u,(§) oss en mojlighet att berékna f(z,y) genom
att forst utfora en Fouriertransform pa wu,(§) for varje riktning ¢, och dérefter en
tvadimensionell invers Fouriertransform pa detta resultat.

5.1.4 Inversion med integralekvation

I detta avsnitt hérleder vi ett alternativt séitt att berdkna funktionen f(z,y) fran
data us(€). Denna metod &r ocksa baserad pa Fouriermetoden, men i stéllet for ett
slutresultat med en invers Fouriertransform, leder denna metod till en (oéndlig) serie
av integraler dér den okénda funktionen f(x,y) ingar. Resultatet kan tillampas pa
Rytov-approximationen i avsnitt 5.1.2.

Métresultaten antar vi som tidigare ar representerade pa formen (5.5). For att
dessa data skall vara fysikaliska maste vi krdva att u,({ = R) = 0. Funktionen
f(z,y), som vi 6nskar berdkna, antar vi dr noll utanfor en cirkel med radie R. Vi
skriver om (5.5) och anvinder R = /&2 + n? for att skriva om integrationsgranserna.

VR
B [ flpa)dn, [§|<R
u(§) =\ _ /e
0, €l > R

och den okénda funktionen f(p, ) &r uttryckt i cylindriska koordinater p och a.

T = pcosa
Yy = psinw
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Foljande samband géller:

(2= 41 = & 4
£ = peos(a — 9)

n = psin(a — ¢)
tan(a—qﬁ):g

Funktionen u4(€) har symmetriegenskapen

ug( =€) = g (§)

vilket medfor att endast ickenegativa virden pa £ behover beaktas, vilket inses om
&n-systemet roteras 180°.

Dela upp integralen i tva delar; en 6ver det negativa och en &ver det posi-
tiva integrationsintervallet. I den forsta integralen gor vi variabelsubstitutionen
n=—+/p>— & ochiden andra n = \/p? — £2. Resultatet av denna transformation

ar

€ R
- — £y _pdp EY__pdp
g (€) = gf(ﬁvd) arccos p)\/m +L£ff(ﬂj¢+arccosp)\/m, 0<E¢<R
v {>R
eller
ug(€) = f(f(ﬂaéb — arccos %) + f(p, ¢ + arccos %)) —Pp_jfe, 0<¢(<R

O M

§>R

Y

Den okénda funktionen f(p, o) ar for fixt p en periodisk funktion av a.. Vi utveck-
lar den i en Fourierserie

flp.a) =" frlp)e™

k=—00

Integranden blir da
§ §
F(p,6 — arccos £) + f(p, ¢ + arccos 2)
p p

_ Z fk(ﬂ) [6i(k¢—karccos %) + ei(k:qb-i—karccos %)i| -9 Z fk(p)ezk¢ cos (]C ATCCOS §)
P

k=—00 k=—00

Inséttning i integralen ger

R
QgZZi_m fr(p)e*? cos (k: arccos %) \/%, 0<E<R
0 £>R

ug(§) =
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Vi gor nu en liknande Fourierutveckling av den kénda funktionen wu,(§).
up(€) = Y un(€)e™
k=—o0
Identifiering av Fourierkoefficienter leder till féljande odndliga system av integral-

ekvationer:
R

2 k £) £de_ 0<E<R
up(€) = gff’“(p) €os ( areeos ﬂ> Vee USESE 4 a0 s
0, §>R

Fran appendix B.2 identifierar vi Tjebysjevpolynomen

Ti(x) = cos (k arccos z)

och vi far .
d
(€)= 2!&(/))%(5/0)%; 0<E<R (5:6)
0, E>R

Det vénstra ledet ar hér givna funktioner, som bestdms av experiment, medan funk-
tionerna fi, k = 0,+1,£2, 43, ..., dr de sokta.

Detta avsnitt avslutas med det specialfall att spridaren ar axialsymmetrisk,
dvs. den sokta funktionen f beror endast pa avstandet p till z-axeln, f(p, a) = f(p).
Maétresultaten uy(€) &r da oberoende av vinkeln ¢, uy(€) = u(§), och alla Fourier-
koefficienter & # 0 &ar identiskt noll i uttrycken ovan. Bidraget fran & = 0 blir

(To(x) = 1)

R
pdp
0, §>R

och funktionen w(§) ar jamn, dvs.

u(—=¢) = u(§)
I uttrycket ovan #r det limpligt att byta variabeln & mot ¢ dir ¢t = R? — €2, och
samtidigt byta integrationsvariabeln p mot 7 dir 7 =t — p? + £2. Resultatet blir

t
e I e T

0, t<0

Anledningen till denna omskrivning av integralen &r att vi nu kan anvinda Abels
ekvation?, som relaterar tva funktioner u(t) och f(t) till varann.

/ft’ Jdr
NI -

u(t — ') dt’
f(t)_ﬂdt/() V-

4 Abels ekvation kan hirledas genom direkt insittning och viixling av integrationsordning, eller
med hjalp av Laplacetransformering.
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S»

3§‘>

€

Figur 5.5: Spridaren med belyst och skuggsida.

Tillimpat pa vart problem, 0 <t < R?, kan vi 16sa ut den okénda funktionen f(p).

t

f( RQ—t)—ld/u(\/R2—t+r)d—T 0<t<R®

_%EO VT
eller
1 d ot d
flp) = " 2rpdp J U(VPZ‘FT)\/_T; O0<p<R
= 0
0, p>R

I det axialsymmetriska fallet kan vi saledes finna ett slutet uttryck pa den okénda
funktionen f(p). Den praktiska anvindningen av detta uttryck begrénsas dock av
att integralen i hogerledet behover differentieras, vilket introducerar numeriska sta-
bilitetsproblem.

5.2 Invers spridning med fo-approximationen

[ avsnitt 5.1 var spridaren permeabel och karakteriserades av dielektricitetsfunktion-
en €(r). I manga tillimpningar bestar spridaren av en perfekt ledande kropp (me-
talliskt ytskikt). Vi kan i sa fall inte anvénda de approximativa metoder som utveck-
lades i avsnitt 5.1. Eftersom materialegenskaperna redan dr kdnda for en perfekt
ledande kropp, aterstar det att bestdmma kroppens form. Detta kan astadkommas
med hjalp av fysikalisk-optik-approximationen, som behandlades i avsnitt 3.5.2.

Vi antar, som vanligt, att spridarens yta ar S, med utatriktad normal n. Spri-
daren omges av ett homogent isotropt material med materialparametrar € och p, se
figur 5.5. I detta avsnitt skall vi se hur vi med hjilp av fjarrfaltsamplituden F'f, kan
berdkna ytan S, om ytan S dr konvex.

[ avsnitt 3.5.2 analyserade vi fysikalisk-optik-approximationen, som har sin stor-
sta tillimpning for korta vaglangder. Fran (3.35) pa sidan 98 hdmtar vi det approx-
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imativa uttrycket pa fjarrfialtsamplituden i bakatriktningen

F (7 = —k;) :—Z—Eo// k: n(r 2”“"“’dS’

dar k = w\/€oioep och ytan ST ar den belysta delen av spridaren. Ligg mérke till

att den belysta delen av ytan S = S (k;) beror pa riktningen k; hos den infallande
planvagen.
Det &r lampligt att infora en dimensionslos funktion f(K).

Hir &r K en reell vektor—i vért fall ir K = —2kk;, K = —k;, och K = K| =
2k > 0. Notera att den belysta delen av ytan ST = Sj(—/IZ) beror pa vektorn
K:s riktning. Med denna definition kan vi nu skriva om fjarrfaltsamplituden i
bakatriktningen.

Fyo (i = —k;) = Eof(K)
Det differentiella spridningstvérsnittet i bakatriktningen blir, se (3.16)

d . Folf = —k)2 K2
O(,'A, kz) _ ‘ fo("“ z)’ _ |f( >|
ds? /<:2|E0|2 k2

Det differentiella spridningstvérsnittet bestdmmer endast absolutbeloppet av f. Den
komplexa fasen hos f bestdms av fjarrfaltsamplituden F's, (7 = —k;).

Vi antar att spridaren dr konvex sa att alla delar av ytan S blir belysta med tva
motriktade infallande planvagor. Detta utesluter ytor med ”gropar”. Om vi belyser
spridaren fran motsatt riktning (svarar mot infallsriktningen —I%Z) blir funktionen

f(=K)
[l

S+(K

Om vi komplexkonjugerar detta uttryck och anvénder Sj(/IE) =S (—/IE), dér ytan
Sy dr skuggdelen av spridaren (med avseende pa den ursprungliga infallsriktningen

ki>, far vi
f* // —zKr dSl

S(K)

Eftersom hela ytan S dr summan av 5’: och S far vi

fK) + f*(— / (K -n(r)) e K™ ds’

Integrationsomradet Sy dr nu oberoende av K.
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Vi anvénder divergensteoremet pa volymen V.
KB
FK) + (= /// K gy (5.8)

v’ (Ke_iK'r/> = K -Ke K7 = 2K

eftersom

Ekvation (5.8) dr en tredimensionell Fouriertransform av spridarens karakteristiska
funktion, dvs. en funktion (7) definierad av

1, reV,
(r) = o
0, for ovrigt

Spridarens form, som bestdms av funktionen ~, far vi genom en invers Fouriertrans-
form av (5.8).
1(r) // K) + f'(~K)) 57 K
Y

/ / [ 5 () 4 77K e

Vart resultat innebér att om vi kdnner spridningsdata i bakatriktningen for alla
infallsvinklar (alla k;) och alla vaglingder (alla k), s& kan spridarens form bestéimmas
genom en invers Fouriertransform. Vi skall dock komma ihag att fysikalisk-optik-
approximationen, som var den underliggande metoden i denna analys, endast kan
forvéntas vara anviandbar for korta vaglangder (hoga frekvenser eller k-varden). For
Fouriertransformen behovs dock dven sma k-vérden och vi férvéntar oss darfor inte
perfekta resultat vid invertering med denna metod.

I en experimentell métning kan vi inte géra méatningar i hela K-rummet utan en-
dast en begransad delméngd D i K-rummet. Vi infor den karakteristiska funktionen
xp for D.

1, omKeD

oK) = {0 om K ¢ D

[ omrade D har vi tillgang till méatdata. Omradet D kan vara en kontinuerlig méngd

eller diskreta punkter i K-rummet beroende pa experimentella data. Den funktion
vi da rekonstruerar blir

n-= [ 7 [ olB) () + KD aE (50)

Detta uttryck ger yp(r), som &r en approximation av spridarens korrekta form
v(7). Relationen mellan yp(7) och v(r) kan ocksa skrivas som en faltningsintegral,
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eftersom (5.10) &r en invers Fouriertransform av en produkt av Fouriertransformer.
i) = [[ [ o) = vy (5.11)

dér inversa Fouriertransformen av xp(K) betecknas

F o)) = o | 7 [ o) a

Vi avslutar avsnittet med att se hur rekonstruktionen av spridaren blir om vi
endast kan méta i en riktning. Lat denna riktning vara z. Vi kan da endast erhalla
f(K) med K parallell med z-axeln, dvs. f(£xKz), K > 0. Ekvation (5.8) far da
foljande forenklade form for K = Kz (K > 0):

f(K2)+ f*(-Kz2) = ?—; /oo A(z)e ™ 2dz, K >0

—00

och for K = —Kz (K > 0):

F(—K3) + fH(K3) = 18(—; /Oo AR dz, K >0

—0o0

eftersom integrationen i z- och y-led ger spridarens tvirsnittsarea A(z) i planet
z=konstant.

Vi ser att tvérsnittsarean A(z) kan rekonstrueras fran spridningsdata f(+K2)
genom en invers Fouriertransform

1 [> 8 ) . N\ iKs
A) =5 /Oo i U)o+ 1K) € dK

—4 /Z ﬁ (f(K2)+ f(—K2)) e dK

_8Re {/Ooo % (F(K2) + f*(~K2)) &k dK}

I sista ledet har vi skrivit om integralen sa att endast positiva K-virden utnyttjas.

Ovningar till kapitel 5

5.1 Berékna fjarrfiltsamplituden F'(#) i Born-approximationen for en dielektrisk sfir
med radie a och konstant dielektricitetsfunktion e.
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5.2

5.3

5.4

*5.5

Fasen 15(§) bakom spridaren &r

0, §>R

oberoende av vinkeln ¢. Bestdm x. = x(p) for den axialsymmetriska spridaren.

Experimentella data pa fjarrfiltsamplituden i bakatriktningen, F'( = —k;), lings
en riktning visar sig kunna approximeras vil med

- ka o, ; ,
F(’f’ = —kjl) — 7;622kCLE0 + i (1 B e2zka) E,
dvs.

K 1
FK2) + f (K%)= —7“ cosKa+ sinKa, K >0
Bestdm spridarens form genom att invertera med fysikalisk-optik-approximationen
under antagandet att kroppen &r axialsymmetrisk kring Zz-riktningen.
Lampliga integraler:

1
siny — ycosy = y2/ tsin yt dt
0

-
/ Y dy = Zsign(a)
0 y 2

Experimentella data pa fjarrfiltsamplituden i bakatriktningen, F'(# = —k;), lings
en riktning visar sig kunna approximeras vil med (d;, d2 > 0)

ik2a? —2ikdy 7, 5>
F(p=—k;) =1 3 , Doe v k220
B Eoem 2 ki -2 <0

dvs.

s 772 2
K2) 4+ f(—Kz) = B0 (mikd _ iKd) s
8

Bestdam spridarens form genom att invertera med fysikalisk-optik-approximationen
under antagandet att kroppen ar axialsymmetrisk kring z-riktningen.

> sin ay T
dy = —sign(a)
/0 Y 2

Lamplig integral:

Berékna funktionen f(K) i (5.7) for en perfekt ledande sfér med radie a. Visa sedan
att spridarens form kan aterskapas med (5.9).

-
/ Y 4y = Zsign(a)
0 Yy 2

/ cosaydy = md(a)
0

Lampliga integraler:




Sammanfattning 183

Sammanfattning av kapitel 5

Invers spridning—Born-approximationen
5\ k_3 N ik(ki—#)r' g1
=1 E, Xe(r')e dv

Ve

Invers spridning—Rytov-approximationen

Us(€,2) = %_7 Xe(®,y,2)dn
Projektionssatsen
ug(§) = 7f(x7y)dn, f&pcos ¢ + ypsing) = 7%(5)6”’5%
fz,y) :4%2 /Oof(p) exp {—ip - p} dp.dp,

Inversion med integralekvationer

= /f(:v,y)dn, Flpa) = > flp)e™,  up(€) = D ur(§)e™

(e 9]

oo k=—o00 k=—o0

R
d
2/fk VTh(e/p) 2L, [e| < R
5

Nl k=0,+1,42 43, ...
€l > R
R2_p2
1 d dr
- = /2 L 0<p<
27p dp / UV +T>\/F’ O=p axialsymmetri




184 Invers spridningsteori

Kapitel

Invers spridning—fysikalisk-optik-approximationen

R /// K?

/[

77,K r dS/

f(—K))eETdPK

Tvarsnittsarean—{fysikalisk-optik-approximationen

Az)SRe{/%[f(Ké

+ [F(—Kz)]e* dK}




Bilaga A

Besselfunktioner

upp, sérskilt nér vi har ett problem med axiell eller sfarisk symmetri. I detta ap-

pendix sammanfattas ett antal viktiga samband som géller for Besselfunktioner.
Vidare sammanfattas de sfiriska Bessel- och Hankelfunktionerna. Mer information
och bevis av de olika resultaten ges t.ex. i ref. 1.

! vagutbrednings- och spridningsproblem dyker ofta Bessels differentialekvation

A.1 Bessel- och Hankelfunktioner

Bessels differentialekvation ar

2
z2% n(2) + Z%Zn(z) + (22 =n?)Z,(2) =0 (A.1)
dér n antas vara ett heltal.!

Tva linjirt oberoende l6sningar finns till denna differentialekvation. En ar reg-
uljir i z = 0 och denna losning kallas en Besselfunktion J,(z) av ordning n. Argu-
mentet z dr ett komplext tal. Ofta podngteras samhorigheten med axiell symmetri
hos det underliggande problem genom att losningarna kallas cylindriska Besselfunk-
tioner av ordning n. Besselfunktionerna .J,(z) &r definierade sa att de &r reella for
reellt argument z. De kan framstéllas i en 6verallt absolutkonvergent potensserie

> (_1)k 2\ n+2k
Tz =" Wt B (5) (A.2)

k=0

Vi ser omedelbart att J,(z) &r en jamn funktion for jaimna n och en udda funktion
for udda n, dvs.

Ju(=2) = (=1)"Ju(2)
En vanlig integralframstéllning av Bessel funktionerna &r

1 2w

1 ™
Jn(z) = —/0 cos (zsint — nt) dt

™

eiz COStein(t—%W) dt (As)

IMer generella definitioner med t.ex. n som ett komplext tal kan ocksd goras, men d& ser
resultaten i flera fall annorlunda ut.

185
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Fran denna integralframstéllning ser vi att Besselfunktioner fér positiva och negativa
heltalsvéirden pa n ar relaterade till varandra.

Jon(2) = (=1)"Jn(2)

Fran potensserieframstéllningen i (A.2) ser vi att for sma argument géller

1 sz\n
_ il n+2
Jn(2) = - <2> +O0(2"")
For stora argument géller (—7 < arg z < )

Jo(z) = (1)1/2 {P,n(z) Cos (z — % - —) Qn(z)sin <Z - % - %)}

Tz
dér funktionerna P,(z) och @, (z) har féljande asymptotiska utvecklingar (v = 4n?)
v-Dr-9 (-1 -9r-25r-49)

21(8z)2 41(82)*

v—1 (v—1)(v—-9)(v—25)
Qnlz) ~ === 31(82)°

(A4)

Den andra, av Besselfunktionen linjiart oberoende l6sningen, som é&r reell for
reella argument, dr Neumannfunktionen? N, (z). Dess potensserieutveckling &r

A ()

dér Eulers konstant v = 0.57721566. .., och dér alla summor definieras till noll
om Ovre summationsgréns dr mindre summationsindex. Vi ser att denna losning &r
singulédr i z = 0. For sma argument blir det dominerande bidraget

No(2) = % (w(3)+7) +06

Nt = R (5)

For stora argument kan Neumannfunktionen utvecklas som (—m < argz < )

No(2) = (3>1/2 (Pn(z) sin (z — n77r — —) + Qn(z) cos (2 - %T - %))

T2

?Dessa losningar kallas ocksa Besselfunktioner av andra slaget.
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dér funktionerna P,(z) och @,(z) ar givna av (A.4).

I vagutbredningssammanhang uppkommer behovet av en linjarkombination av
Bessel- och Neumannfuntioner, de s.k. Hankelfunktionerna, H,gl)(z) och H,?)(z) av
forsta respektive andra slaget.® Dessa definieras av

HWY(2) = Ju(2) + iNn(2)

n

HP(2) = J,(2) — iN,(2)

En vanlig integralframstéallning av Hankelfunktionerna av forsta och andra slaget &ar

™

2 o
HWY(z) = —e™3 / e#cshs coshns ds, O<argz<m
0

i
(2) 2 n% OO —izcosh s
H7(z) = —e™2 e coshnsds, —m <argz <0
7T 0

For stora argument kan Hankelfunktionerna utvecklas som

1/2
HWY(z) = (%) cil(x=%-%) (Po(2) +1iQn(2)), -7 <argz < 2w
oNV2
HP(z) = (E) e—i(==%-%) (Pu(2) —iQn(2)), —2r <argz < T

dér funktionerna P,(z) och @Q,(z) ar givna av (A.4).
Mellan 16sningar till Bessels differentialekvation av olika ordning finns rekur-
sionssamband. Nagra av de viktigaste ar (n =0,1,2,...,m=0,1,2,...)

2
Zni(2) + Znin(2) = ?nZn(z)
n
2 n

(i)m (27" Z0(2)] = (=1)™2 """ Zm(2)

Hér &r Z,(z) antingen en Besselfunktion J,(z), en Neumannfunktion N, (z) eller
nagon av Hankelfunktionerna Hy"(z) eller Hy' (2). Vi ser att speciellt géiller

Si(z) = —Jo(2)

som ofta anvénds i berdkningar.

3Ett ofta anvént alternativt namn pa dessa 16sningar ar Besselfunktioner av tredje slaget.



188 Besselfunktioner Appendix A

For Besselfunktionen J,(2), Neumannfunktionen N, (z) och Hankelfunktionerna
Hfll)(z) eller Hq(f)(z) géller att

{ Ju(2%) = (Ju(2))" { HO () = (HP(2))
Nu(2) = (N (2))" HO () = (HY(2))

n

A.2 Sfariska Bessel- och Hankelfunktioner

Sfariska Bessel- och Hankelfunktioner dyker upp i vagutbredningsproblem pa manga
stallen, speciellt nér koordinaterna uttrycks i det sfariska koordinatsystemet (r, 0, ¢).
De sfiriska Besselfunktionernas differentialekvation &r

d? d
2_ — 2 —_ p—
S Zn(2) + QZdZZn(z) +(z*=nn+1))Z,(z) =0

dér n antas vara ett positivt heltal och z ett komplext tal.
En 16sning till denna ekvation &r de sfiriska Besselfunktionerna j,(z), som defi-
nieras genom potensserieutvecklingen®

: — CDAR )L

n(z) =2"2" A5

Jnlz) =2 % K2k +2n + 1)1 (A.5)
Denna 16sning &r reell for reella argument, &dndlig i z = 0, och potensserien &r

absolutkonvergent i hela det komplexa talplanet. Fran potensserieutvecklingen ser
vi dessutom att j,(z) &r en jamn funktion for jamna n och en udda funktion for
udda n, dvs.
Jn(=2) = (=1)"jn(2)
En andra linjéart oberoende 16sning, som &r reell for reella argument, ar de sfariska
Neumannfunktionerna n,(z). Dess potensserieutveckling ar

1 (2) _(nmrenat? (—1)k (g)”ﬂ

e L Rl(k—n— 1/2)]

DM CDFE - n)! y,
- 2npmHl L= k(2 — 2n)!

Vi ser att denna l6sning ar singulér i z = 0.

4Mellan sfiriska Besselfunktioner j;(z) och cylindriska Besselfunktioner J,,(2), se appendix A.1,
rader sambandet

Ji(z) = (2%) v Ji1/2(2)

Aven mellan de 6vriga losningarna till den sfiriska Besselekvationen och motsvarande 15sningar
till den cylindriska Besselekvationen, (A.1), finns liknande samband.
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I vagutbredningssammanhang uppkommer behovet av en linjirkombination av
sfiariska Bessel- och Neumannfuntioner, de s.k. sfariska Hankelfunktionerna, hq(zl) (2)

och hg)(z) av forsta respektive andra slaget. Dessa definieras av
\ In(2) + 11y, (2)
2 (2) = ja(2) — inn(2)

) sin z 1 iz
]0<Z) = h((] )(Z) = ——€
z z
CoS 2 .
= — (2) — 3 -z
no(2) . hy'(z) = e

Fran potensserieframstéllningen i (A.5) ser vi att for sma argument géller

AR AL
.n — O n+2
M= G TOET)
och (2 )'
n)!
nn(2) =  onplyntl

En alternativ utveckling i dndliga trigonometriska serier &r:
( [n/2]
, 1 (n + 2k)! 1 nm
0-4Eew (- 3)
Jn(2) Z{Z( A TS TR TR PPl S

k=0
[(n=1)/2)

(n+ 2k +1)! 1 ( mr)
* kzzo ( 2k+1) (n— 2k — 1)1 22(422)F 77 2

! e r (n+2k)! 1 nm
() = (=1)" Z{Z(_l) (2k)(n — 2k)! (422)F °° (” 7)

k=0

[(n—1)/2]

(n+ 2k +1)! 1 .
\ - k=0 (_1)k(2]€+1) (n_Qk_1)|22<422) sin <z+7>}

dér [-] anger heltalsdelen av argumentet. Notera att dessa serier &r &ndliga och
att definitionsméssigt serien &r noll om 6vre summeringsindex &r negativt. For de
sfariska Hankelfunktionerna géller

+ k’ 1
h(l) _ zz n
w(2) z”“z Z kl(n (—2iz)k

—ZZ Z 7'L + k 1
El(n 1(2iz)F

h? ()
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Mellan 16sningar till de sfariska Besselfunktionerna finns rekursionssamband.

Nagra av de viktigaste d&r (n =0,1,2,...,m=0,1,2,...)

[ for(2) 4 fann(2) = T2 1 (2)
nfaa(2) = (14 D () = (2 + D1 (2)

(i)m 2 f ()] = 2 ()

zdz

\ <i)m [ fu(2)] = (=)™ fryn(2)

zdz

Hér ar f,(z) antingen en sfirisk Besselfunktion j,(z), en sfarisk Neumannfunktion

nn(z) eller nagon sférisk Hankelfunktion h%l)(z) eller hg)(z).



Bilaga B
Ortogonalpolynom

I detta appendix definierar vi tva ortogonalpolynom som férekommer i boken, och
presenterar nagra av deras viktigaste egenskaper. Hérledningar och mer detaljer
finns i t.ex. ref. 1.

B.1 Legendrepolynom

Legendrepolynom, P;(z), kan definieras pa manga olika sitt. Vi véljer hir att defi-

niera dem genom den s.k. genererande funktionen F(z,t) = (1 — 2zt + t2)71/ 2,

1
(1 —2xt 4 t2

B = Zpl(f)ﬂ ] <1
=0

Serieutveckling och identifiering av potenser av t i det vénstra ledet leder till en
serierepresentation av Legendrepolynomen.

[1/2]
B L @2,
Pla) =2 _(-1) 201 — k)l — 2k)"

De forsta polynomen ar:

Py(x)=1

Pi(z)==x

Py(z) = (32> - 1)/2
Py(z) = (52° — 31)/2

Mellan Legendrepolynomen av olika gradtal finns rekursionsformler. De vikti-

gaste ar
(I+1)P(x) = Py (z) — 2P/ (z)

[Pi(x) = zP(x) — P (x)
(I + D) Pra(x) = @+ DaP(x) — 1P (2)
(2l +1)P(x) = Py (z) — By (x)

191
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Med hjélp av dessa rekursionsformler far vi ldtt att

P(1)=1
for allal=0,1,2,..., samt
I(l+1

Vidare giller att
P(-z) = (-1)'F()
Legendrepolynomen &r ortogonala pa intervallet [—1, 1], dvs.

/1 P(z)Py(x)dx = 20u-
I T2+ 1

och satisfierar differentialekvationen
(1—a2*)P'(x) — 22P/(x) + (1 + 1) P(z) = 0

Vidare ar funktionssystemet {Fj(x)},2, ett fullstdndigt ortogonalt system pa inter-
vallet [—1, 1], vilket innebér att varje kvadratiskt integrerbar funktion pa intervallet
[—1, 1] har en konvergent Fourierserie. Konvergensen &r i allménhet endast i norm.

x) = Z&lpl(x), x € [-1,1]

déar (Fourier-)koefficienterna a; bestims genom integralerna

2l+1
/f VP

B.2 Tjebysjevpolynom

Tjebysjevpolynom av s.k. typ I, Ti(z), kan definieras pa flera sétt. Vi véljer hér att
definiera dem genom den genererande funktionen, dvs.

1—¢2 >
- T 2N T (x)tk l<z<l1, Jtl<1
1_2$t+t2 0<x>+ ; k(‘r) ) z ? | |

Tjebysjevpolynomen ar saledes koefficienterna i potensserieutvecklingen av funktio-
nen i vinstra ledet, den s.k. genererande funktionen. De forsta Tjebysjevpolynomen
ar

T()(l’) =1
Ti(x)=x

Ty(z) = 22> — 1
Ts(z) = 42° — 32
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Fran denna definition kan man sedan hérleda en rekursionsformel for Tjebysjev-
polynomen

Tyi1(x) — 22Ty (z) + Ti—1(z) = 0, k=1,2,3,...

Denna rekursionsformel kan sedan anvandas for att harleda den differentialekvation
som Tjebysjevpolynomen satisfierar.

(1 — 2T () — 2Ty (z) + K*Ty(x) = 0
Later man i denna differentialekvation gora bytet x = cosf erhaller man

d*Ty(cos 9)

102 + k*Ty(cosf) = 0

Tjebysjevpolynomen av typ I kan darfor skrivas

Ty (x) = cos (k arccos z)
En andra linjart oberoende 16sning ar

Vi(z) = sin (k arccos x)

Tjebysjevpolynomen av typ I dr ortogonala pa intervallet [—1, 1] med viktsfunk-
tionen (1 — 22)~2, dvs.

/_ To(@) Ty (2)(1 — 22)°3 da

1
0, k#£K

1
_ / V()i (2)(1 — ) 3 do = dm/2, k=K £0
- . k=K =0

Tjebysjevpolynomen av typ II definieras pa liknande sidtt och betecknas Uy(x).
Motsvarande genererande funktion &r:

1—2xt—i—t2 Z : l<z<l1, Jt|<1

och rekursionsformel
Ups1(x) — 22U (z) 4+ U—1(z) = 0, k=1,2,3,...
Differentialekvationen som Uy (x) satisfierar &r:
(1 — 2®)U}(x) — 32U} (x) + k(k + 2)Up(x) =0
Genom variabelbytet x = cos 6 erhalls

sin(n + 1)6
sin ¢

Uk(x) =
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En andra linjéart oberoende 16sning &r

cos(n + 1)
sin

Wk (ZE) =

Tjebysjevpolynom av typ I, Ti(z) och Vi(z), och Tjebysjevpolynom av typ II,
Uk(z) och Wy (x), ar relaterade.

{ Vi(2) = (1 — 2%)2Upa (2)
Wi(z) = (1 — 2%) 2T (2)

Tjebysjevpolynomen av typ II &r ortogonala pa intervallet [—1, 1] med viktsfunk-
tionen (1 — 22)z, dvs.

/_ Us(2) U (2)(1 — 22)% do = /_1 Wil Wer() (L — 0 dr = o

1
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Klotytfunktioner

I spridningsteori spelar klotytfunktioner en central roll. I detta appendix definierar
vi dessa och presenterar nagra av deras viktigaste egenskaper. Harledningar och mer
detaljer finns i t.ex. ref. 1.

C.1 Associerade Legendrefunktioner

De associerade Legendrefunktionerna betecknas P/"(x) och definieras for icke-nega-
tiva heltalsindex m av

T ), wel-11]

dzm

Py (z) = (1 - %)

dar P(x) ar Legendrepolynom, som definierades i appendix B. For negativa heltals-
varden pa m kan vi anvianda

(I +m)!
Heltalsindexet [ = 0,1,2,3,..., medan m = -, -l +1,...,—1,0,1,...,1[, eftersom
|m| > [ leder till P/"(z) = 0. Vi noterar ocksa att
P)(z) = Fi(x)
och
le(l) = Omo

Det ar lampligt att infora en vinkelkoordinat istéllet for variabeln x. Definiera
x = cos ), och definitionen av de associerade Legendrefunktionerna blir (m > 0)

dm

_le<COS 9) = Sinm QW

P(cos®), 6€l0,7]

Spegling av argumentet i origo ger
P (—z) = (=) P (2)

195
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De associerade Legendrefunktionerna ér liksom Legendrepolynomen ortogonala
pa intervallet [—1, 1].

1 m m 20; (l+m)'
/_IPZ (@B (2) de = 5 5 T

Notera att m-indexet dr detsamma i de bada Legendrefunktionerna i integranden.
Det finns dessutom ytterligare en ortogonalitetsrelation for de associerade Legen-
drefunktionerna, men denna gang &ar [-indexet gemensamt och en viktsfunktion
(1 — 2?)~! &r introducerad och m # 0.

| rrwrr@ d = e (L)L

1 1—22 m (I —m)!

Anviandbara rekursionsformler ar:

P (a) - %Pz’”(w) £ U1+ 1) = m(m = 1)) B (x) = 0
(20 +1) (122" Br(z) = B (@) = BT (@)

— I+ m)(I+m—=1)P"T (@) = (1= m+ 1)1 —m+ 2) P (x)
(1—a%)" P (a) =

SR w) = 5+ )=+ DA )

\

C.2 Klotytfunktioner

Klotytfunktionerna betecknas Y, (6, ¢) och definieras av

Em 2l+1l—m' cos me
Uml 271_\/ l+m (COSQ) {smrmb}

dér indexen o, m, [ antar féljande varden:

a:{e}, m=01,2 .1 1=01,...
(6]

Neumann faktorn definieras genom

&g — 1
Em = 2 — Omo, dvs. {gm:2, > 0
Var definition anvénder endast icke-negativa virden pa azimut-index m. Vérdet
o = e (even) och o = o (odd) svarar mot de jimna och udda trigonometriska azimut-
funktionerna cos me respektive sin m¢. Notera att var definition av klotytfunktioner-
na Y, (60, ¢) skiljer sig fran motsvarande definition i Arfken [1] som anvinder komp-
lexa kombinationer av azimutfunktioner, ndamligen ¢™? m = —I,...,—1,0,1,...,1.
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<>

Figur C.1: Definition av sfiriska vinklar.

Genom var definition blir klotytfunktionerna alltid reella, vilket ofta har fordelar
vid numerisk implementering och genom att problemets symmetrier aterspeglas i
dessa indexvéarden. Man bor se upp med vilken definition en viss referens anvéinder
pa de sfiriska klotytfunktionerna, eftersom en rad olika varianter forekommer i lit-
teraturen.

I stéllet for att skriva ut vinklarna 6 och ¢ i argumentet anvénder vi ofta ortsvek-
torns enhetsvektor © = @ sin 6 cos ¢ + y sinfsin ¢ + 2 cos b, se figur C.1, och klotyt-
funktionerna betecknas darfor ocksa Yo, (7).

For spegling av argumentet i origo # — —7, dvs. § — 7 — 0, ¢ — ¢ + m, géller
att

Yaml(_"ﬁ‘) = (_1>ZY0ml(’f‘)

Speciella varden, som &r viktiga i spridningstillimpningar, ar

20+ 1
4

Yo’ml(i) = 5ae§m0 (Cl)

och de forsta har det explicita utseendet

R /1
YO’OO(T> - 6ae Ea

och
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Klotytfunktionerna &r ortonormerade 6ver enhetssfiaren 2, dvs.
2 g
// Yaml<’f)ya’m’l’ (’fﬂ) dQ) = / dgb / sin 0d0 Yaml<07 ¢)Yo’m’l’(07 ¢) - 500’5mm’ 5ll’
0 0
Q

Vidare ar systemet Y, (), 0 = e,0, m = 0,1,2,...,0, 1l = 0,1,... ett fullstindigt
ortonormerat system pa enhetssfaren. En kvadratiskt integrerbar funktion f(6, ¢)
definierad pa enhetssfiaren kan utvecklas i klotytfunktionerna Y, (7).

f(0,¢) = Z Z Z Aom1Yomi(0,0), 0 €[0,7],¢ € [0,2m)

=0 m=0 o=e,0

dar (Fourier-)koefficienterna a,,,, bestdms genom integralerna

21 T
G = /O do /0 Sin 006 £(0, 6)Yma(6, )

Konvergensen ér definierad i norm

f(lf') - Z Z Z aoleoml(f'Aﬁ) -

H N l
=0 m=0 o=e,0

N l
L= S5 S Jagml — 0, di N — o

=0 m=0o=e,0

dér normen ||-|| definieras av
) 2 ™ 9
5@ = [ do [ sinods pio) ) = [[ 1700 ag
0 0 £
Fullstdndigheten kan ocksa formuleras som

/27r do /7T sin0df (0, ¢)Yomi (0, 0) = 0, for alla o,m,l = f(6,¢0) =0
0 0

Klotytfunktionerna Y, (7) éir egenvektorer till Laplaceoperatorn VZ pa enhets-
sfaren med egenvirde —I(l + 1), dvs.

. 1 0 . 0 . 1 02
V%Yaml(’r> = ———-S1n H—Yaml('r‘) + m@

sin @ 06 00 Yomi(?) = —1(1 + 1)Yopu(7)

En anvéndbar integralrepresentation av sfiriska vagor j;(kr)Yom (7) ar

B 1
4l

27 T )
J1(kr) Yo (0, 9) / dp / sin ador Yy (av, 3)e™*™
0 0
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dér enhetsvektorn k har de sfiriska vinklarna o och (. Speciellt géller for m = 0 att

1 i . 1 1 ‘
Ji(kr) = ;/ Py(cos a)e™*m s sin ada = ﬁ/ Py(n)e*™ dn

Omvéndningen géller ocksa

00 l
eikk‘T =4m Z Z Z ilYaml(aa 6)jl(kr)yo'ml<97 ¢)

=0 m=0 o=e,0

Specialfallet k = 2 r speciellt viktigt (v = 0). Endast m = 0 bidrar i summan och
vi far, se (C.1)

o

eikz — gikreost _ ZZZ(QZ + 1)jl(l{fT’)Pl(COS 0)

=0

C.3 Vektorklotytfunktioner

Ett vektorfalt F'(7) kan naturligtvis utvecklas i klotytfunktionerna i avsnitt C.2.

F(ff’) = Z Z Z a’oleUmlOA")

=0 m=0o=e,0

Nackdelen med denna utveckling &ar att utvecklingskoefficienterna a,,, ar vektor-
viarda. Det skulle vara en stor fordel om dessa koefficienter var skalarer. For att
astadkomma detta, later vi istallet vektorkaraktiren finnas i basfunktionerna. Vi
leds till att infora vektorklotytfunktionerna.

Vektorklotytfunktionerna kan definieras pa manga séitt. I denna bok anvénder
vi foljande definition:

( 1 1

A () = mv X (PYomu(T)) = mvyamz(f‘) xr
) = ;r P (C.2)
A20ml( ) l(l T 1) VYUml( )
| Ao (7) = 7Y (7)

Heltalsindexen héar ar [ = 0,1,2,3,..., m =0,1,...,l och ¢ = e,o. For [ = 0 &ar de
tva oversta uttrycken ej vildefinierade eftersom bade téljare och ndmnare &r noll. Vi
definierar dessa tva vektorklotytfunktioner till noll; dvs. Aj,00(7*) = Ag2s00(7") = 0.
Alternativt kan vi uttrycka vektorklotytfunktionerna i de sfariska basvektorerna
{#,0,$}. Resultatet blir

( R 1 -1 0 .~ 0 .
Aloml(r) - l(l i 1) (BSinea_(bYGml<r> - ¢%Yaml(r)>
o 1 ~ 0 R ~ 1 0 R
Agor (1) = m <0%Yoml<r> + ¢ﬁa_¢ygml(r>>
. A3aml<7¢') = "A"Ycrml(lf')
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Dessa vektorklotytfunktioner har foljande egenskaper:

och
A20ml('f'> =7 X Al(fml (,’A,,)
For spegling av argumentet i origo » — —7, dvs. § — 7w — 60, ¢ — ¢ + m, géller

Alaml(_'fo) = (_1)lA10ml(7Aa)
Ao (—7) = (=1 Agg () (C.3)

{ Alaml('fq> = AQJml('f'> X P

Speciella varden ar

(
R 20+ 1 [ —q
Alaml(z) = 5m1 ST { iy}
R 20+ 1 (a
AQUml(z> = 5m1 ST {Z} (04)
R 2041,
\ ASo’ml(z) = 50’6(5’1710 Ant =z

. 1,
A3aoo(7°) = dge ET
och
( 3 R
Ai1,01(7) = dpe| =— P sin b
8
Asp1 (7) = —0ger/ 3 fsing
8
As501(T) = 0get/ if" cos 6
47
samt
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Generellt for m = 1 giller

) 1 a1, i
Apu(r) = 0+ 1) ;7: <0Pz (cos 0){ czlsn¢¢}

(

+stmrtonn -1 o {552

1 v, —si
4 Am(m:l(lﬂ),/ 27+T <¢Pl/(cose){ CS;Hf} (C.5)

iy (cos 8P/ (cosB) — 1(1 + 1) Py(cos 6)) {Cos ¢}>

sin ¢
[ 2A+T1 , cos ¢
\ A3all(r) = m’r Sin 913[ (COS 9) {Slngb}

Viktiga relationer, som fas fran definitionerna pa vektorklotytfunktionerna (C.2)
och anvindning av riknereglerna for V-operatorn, dr divergensen och rotationen pa
dessa funktioner. Vi far

\ Alo’ml(”z) =0
% Yam T
V- A20ml<r) == l(l + 1)# (06)
Y u(F
r
och? (
A7 e (i
V X Alaml(’f") _ 20ml(7') + lﬁl + ) 30ml('r)
A A
V x Agg(#) = — Aazmil?) ©7)

’
. I+ 1) A (T
V x A3oml(r) _ ( ) 1 l( )
\ r
Fran dessa resultat visar vi enkelt att dubbla rotationen ges av

(V% (¥ x A7) — L D Aror(?)

V5 (V x Ay (i) = — Y 12;4307711(’?“)

(14 1)Aspm(7)
r2

V X (V X Asgu(T)) =
\

Vi har hér anviint V x (@ x b) = a(V-b) = b(V-a) + (b-V)a — (a- V)b med a = VY, ()
och b=r, samt att V-r =3, V2V, (#) = —r 211 + 1) Yo (#), 2 (VYomu(#)) = =1V Y (7)
och (a - V)r = a for en godtycklig vektor a.
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samt att
Vo Aiem(P) = =11 +1)A1gm(7)
Ve Asemi(#) = =1(1 + 1) Asem(#) + 2/1(1 + 1) Agoru (7 (C.8)
VaAsem() = = (I(1+1) + 2) Aggnu(7) +24/1(1 + 1 A20ml<lf‘)

diir V3 betecknar Laplaceoperatorn pa enhetssfiren, dvs.

2 _ 1 2s.in&g—i——l 8—2
~ sinf o8 90 sin? 0 O¢?

Vektorklotytfunktionerna uppfyller ocksa en ortonormalitetsrelation pa enhets-
sfaren.

// Aroml(lf‘) : AT/o"m/l/(I’A‘) dQ
Q

2m ™
:/ dgb/ sin 6df Awml(é, ¢) . AT’o’m’l’<97 qb) = 577_/500157”,71/5”/
0 0

Det dr naturligt att definiera en norm ||-|| for vektorvéirda funktioner.

||F(f~)||2:/ d¢/ sin 0df F (1 //|F

Varje kvadratiskt integrerbart vektorfilt definierat pa enhetssfaren kan utvecklas i
de sfariska vektorklotytfunktionerna. En vektorvird funktion F'(6,¢) definierad pa
enhetssfiaren kan utvecklas

o] l 3
Y S S b Arn(0.6), 0 (056 € 0,20
=0 m=0o0=e,0 T=1

dar (Fourier-)koefficienterna a,,,,; bestims genom integralerna

Aroml = //F ’ ‘raml )dQ

Notera att utvecklingskoefficienterna i denna utveckling &r skaldrer. Konvergensen
ar i allménhet i norm.

HF('IA") - Z Z Z ZaTUmlATO'ml<’f‘)

=0 m=0o0=e,0 T=1

N l 3
IF@EIP =33 areml” — 0, d& N — oo

=0 m=0o=e,0 T=1




Bilaga D

V 1 kroklinjiga koordinatsystem

koordinatsystem, namligen de cylindriska och sfiriska koordinatsystemen. For

! detta appendix dr samlat nagra uttryck med V-operatorn i tva vanliga kroklinjiga
fullstédndighetens skull borjar vi med det kartesiska koordinatsystemet.

D.1 Kartesiska koordinater

De kartesiska koordinaterna (x,y, z) utgor det enklaste koordinatsystemet. Gradi-
enten och Laplace-operatorn av ett skaldrt falt ¢(x,y, z) 1 detta koordinatsystem
ar

oY o0y 0y

VO =T TV, TR0

Py 0% 0%
2, __
Vi = 0x? + 0y? * 0722

Divergensen, rotationen och Laplace-operatorn av ett vektorvért falt A(z,y, z) =
A (x,y,2) + YA, (2, y,2) + 2A,(x,y, 2) &r
0A, 0A, 0A,

A=
v 8x+8y+8z

. [(0A.  0A, . (0A, O0A, . (04, 0A,
VXA_w(@y 8z>+y(82 8x)+z(6x 8y)
V?A = aV°A, + gV?A, + 2V°A,
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D.2 Cylindriska koordinater

Vi 6vergar nu till kroklinjiga koordinatsystem, och borjar med de cylindriska koor-
dinaterna (p, ¢, z) definierade av

arccos y>0

x +y
2r — arccos

S
I

$2+y2 y <0

=z

Gradienten och Laplace—operatorn av ett skalart falt ¥ (p, ¢, z) i detta koordinatsys-
tem ar

OV, 100 a¢

Ve =05, 19 50
2 o 8% D%
W—;a—p( a—p)ﬁafww

Divergensen, rotationen och Laplace-operatorn av ett vektorvért falt Ap,¢,2) =
PA(p,d,2) + ®Ay(p, &, 2) + 2A.(p, ¢, 2) blir

10 1&44> 8A
V-A=- ap(A)+ 90 +
10A, 0A, 0A 0A 1 /0 0A
A= — 2 _ £ A d
v ”<pa¢ az)*‘b(az ap)” (ap(’) #) = a¢)
. A 28A¢ ~ A¢ 2 04, .

D.3 Sfariska koordinater

Det sfiriska koordinatsystemet (r,6, ¢) (polvinkel 6 och azimutvinkel ¢) definierat

av .
r = /$2+y2+22

z

f = arccos ——=F2——
\ /272+y2+22

arccos ——=
qb . \ /$2+y2

oI — oz
\ T — arccos T Y
Gradienten och Laplace-operatorn av ett skaldrt filt ¢ (r, 6, ¢) i detta koordinatsys-
tem ar

y=>0
<0

oY ~10Y 1 oy
vy _r_—i_e_%—i_qbrsiné’@_qﬁ

5 O 1 0 oY 1 0%
2, _ 9 av 4
vw_ﬂ@'r’ (T 8r)+7’281n«960( 86) 2 sin? 0 O¢>

1 0? 1 0 oY 1 0%
ror? (ry) + r2sin 6 00 <sm9—) i r2sin? 0 9¢?
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och divergensen, rotationen och Laplace-operatorn av ett vektorvért félt A(r,0,¢) =
A (r,0,0) +0A(r,0,0) + pAs(r, 0, ¢) ar

V-A= %% (r*A,) + ﬁ% (sin O Ag) + Tsilneaﬁ_izb
vea=ti (oo -5
vol (2D ) <t (2 - o)

. Ag 2 0A, 2cosf 0Ay
(Vi — ———+= —
* (V * 12sin0 * r2 90  rZsin®f 0¢ )
A 2 0A 2cosf 0A
2A _ ¢ r 6
Vide r2sin® 6 + rZsinf ¢ * r2sin? 6@ O0¢

+¢

VR
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Bilaga E

Berikning av en integral

snitt 2.2, som behandlar Cerenkov stralning. Vi 13ser integralen genom att
deformera integrationskonturen i det komplexa talplanet. Integralen vi 6nskar
beridkna ar

‘ Y i kommer i detta appendix att beridkna en integral som férekommer i av-

> 1 ; Ty . 1

I — elavita+ibe 7. Z7TH( ) a2 — p2\1/? E1

[ = o =0 (=
For att sdkerstélla konvergensen av integralen antar vi att talet a har positiv ima-
gindrdel. Talet b antar vi for enkelhets skull &r reellt och det &r vidare ingen in-
skriankning att anta b > 0 (om b < 0 gor variabelbyte z — —z) eller att det
komplexa talet a har positiv realdel. Parametrarna a och b ar salunda definierade
av

a=da +id, ad >0 da' >0

b>0

Kvadratroten som férekommer i hogerledet &r definierad som den gren som fas da
det komplexa talplanet dr uppskuret lings den positiva realaxeln.
Utfor variabeltransformationen z = sinhu. Denna ger eftersom % = coshu =

du
V1422
o0 . . .
J = / ezacoshu+zbsmhu du

o0

Definiera nu det komplexa talet o = o’ 4+ ia” genom

b
tanha = —
a
Med de virden pa parametrarna a och b som vi valt kommer det komplexa talet
a = o +1ia” att ligga i den fjarde kvadranten, o/ > 0, o’ € (—7/2,0). Detta ses
létt av definitionen av tanh a.

sinh 2o/ + 4 sin 2a/”
tanh o =

cosh 2o/ + cos 2"
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Ima

Rea

y

X6}

Figur E.1: Integrationskontur.

Vidare giller att

a b b (2 32\3
oy o / I . /o " (a —b )
cosha sinha  sinh o/ cosa” 4 7 cosh o sin «

for det parameteromrade i @ och b vi valt. Notera att imagindrdelen av det hogra
ledet ar positiv.
Integralen I kan nu skrivas om med summaformeln fér de hyperboliska funktion-

erna.
R 2_p2 % h Rl 2_p2 % h s
I :/ ez(a — ) cosh(u+a) du :/ ez(a — ) cosh(u+ia )du
—0o0 —o0

Vi skall nu visa att integrationsvigen kan dndras sa att o’ = 0, dvs. integration
léngs realaxeln. Den ursprungliga integrationsvigen kompletteras enligt figur E.1.
Integranden har inga singulariteter innanfor den slutna konturen och i syfte att
studera exponentialfunktionens argument undersoker vi féljande uttryck:

+ig oTid

etio (a2 — bZ)% =b ¢

— inh a)*
sinh o |sinha]2<sm @)

diar o € (—=7/2,0) och ¢ € [&”,0]. Tecknet pa imagindrdelen av detta uttryck
bestdms av

Im {e**(sinh )*} = £sinh o’ cosa”sin ¢ — cosha’sina” cos ¢

1
=3 sin (£¢ + o) (sinh o/ — cosh ) + sin (¢ — ") (sinh @’ 4+ cosha’) » >0

g

E(_ﬂ-zo] —G_al<0 6[077‘-) eal>0
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eftersom nagon av termerna alltid ar positiv. Eftersom

. cosh(u + 14 ,
li —( ¢) — ¢ti®
u—=+oo %ew

sa ser vi med hjélp av rdkningarna ovan att

1

Im { (a® = b*) cosh(u + z¢)} >0
da u — +oo, ¢ € [@”,0] och " € (—7/2,0). Cauchys integralsats ger nu

S EPIRTAY Y S PRRTAY
] = / ez(a —b ) cosh(u+ia )du _ / ez(a —b ) coshu du
—0 —00

eftersom integralerna lings de dndliga linjestyckena u + i¢ da |u| — oo, ¢ €
[@”,0], o € (—7/2,0), se figur E.1, inte lamnar nagot bidrag. Detta ger nu omedel-
bart ekvation (E.1).

o8] 1
I= 2/ ei(a?=t%)% coshu g, iWH(()l)((CL2 - b2)%)
0
dér vi anvant foljande integralframstéllning av Hankelfunktionen av forsta slaget av

ordning noll, se appendix A.1 sidan 187 och [1, sidan 609]:

2 [ .
H(()l) (Z) _ _/ 6zzcoshs ds
0

T

som géller for alla z sadana att 0 < argz < 7.
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Bilaga F

Enheter och konstanter

enhetssystem som anvénds. Det numera standardiserade SI-systemet anvénds
sa gott som alltid i litteraturen, och denna bok utgdr inget undantag. De
konstanter som &ar relevanta for var framstéllning finns angivna i detta appendix.
Ljushastigheten i vakuum ¢q har virdet (exakt)

D e elektromagnetiska grundekvationernas utseende varierar beroende pa vilket

co = 299792458 m/s

1o och €y dr vakuums permeabilitets- respektive dielektricitetskonstant. Deras vér-
den ar (exakt)

o = 4m - 107" N/A?

1
€= ——— F/m
’ C(Q)Mo /

Approximativa virden pa dessa konstanter ar

po ~ 12.566 370614 - 1077 N/A?
€0 ~ 8.854187817- 10" F/m

Vagimpedansen hos vakuum betecknas med
Mo = 4 /@ = copto = 299792458 - 47 - 1077 Q ~ 376.730314
€0

Elektronens laddning —e och massa m har véirdena

e~ 1.60217733-107 C
m ~ 9.1093898 - 103! kg
e/m = 1.758 81963 - 10" C/kg
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Bilaga G

Beteckningar

systematisk. De flesta beteckningar forklaras pa det stéille i texten déar de
introduceras, medan andra som &r mer allméint forekommande finns samlade
i detta appendix.

B ra beteckningar leder till att texten blir mer ldttlast och framstallningen mer

e Vektorfilt betecknas med fet kursiverad stil, t.ex. @ och b, och enhetsvektorer
markeras med "hatt” (") 6ver storheten, t.ex. & och p.

e Vi sarskiljer pa en vektor a och dess komponentframstéllning i ett specifikt ko-
ordinatsystem, och betecknar komponentframstéllningen med en kolonnvektor
eller hakparenteser runt vektorn, t.ex.

dar
a = za, + Yya, + za,

e Linjara vektorvirda transformationer betecknas med fet upprétt stil, t.ex. A.
En linjér transformation A verkande pa ett vektorfalt w blir ett nytt vektorfalt
v och vi anvénder skrivsattet

v=A-u
Den enklaste typen av linjar transformation &r

v=a(b-u)
——

skaldr

Vektorn w har hér avbildats pa en ny vektor riktad lings vektorn a. Skalnin-
gen sker med vektorn b genom skaldrprodukten b - w. Vi betecknar denna
transformation med en enkel dyad och anvinder symbolen ab for transforma-
tionen, som definieras genom (skrivs antingen med eller utan parentes kring
transformationen ab)

v:(ab)-u:ab-ud:efa(hu)
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Notera att vektorerna i transformationen ab skrivs samman utan tecken mellan
vektorerna.

I ett specifikt koordinatsystem kan den linjéra transformationen A ibland
representeras med en 3 x 3 matris [A], dir vi anvénder hakparenteser runt
om A for att markera att komponentframstéllningen av A avses. Vektorn v:s
komponenter blir da

[v] = [A] - [u]
eller
vy | = | Aye Ay Ay Uy
Uz Azx Azy Azz Uy
e Enhetsmatrisen och nollmatrisen i tre dimensioner betecknas [I] respektive [0].

1 00 0 00
m=({o0 1 0 o]={0 0 0
0 01 000

eller i tva dimensioner

0-( ) o)

e Transponering och Hermitekonjugering av en dyad, A’ respektive AT, markeras
med () respektive dolktecknet”(T), och definieras genom

def def

v=A"u=u-A v=AT-u=u-(A)

Transponering av en matris markeras med (*) och Hermitekonjugering med
dolktecknet” (), dvs.

Aﬁj =Aj
T pAx
Al =A%
e Vi anvénder ibland symbolerna o och O, som definieras
_ f(z)
flx)=0(9(z)), z—a <<= Ilim—==0
() = 0(g(x) tim 2
flz)=0(g(z)), z—a <<= % begrdnsad i en omgivning av a

e Symbolen W anger slut pa exempel.

e Realdelen och imagindrdelen av ett komplext tal z = x + iy betecknas med
Re z respektive Im z, dvs.

Rez==z

Imz=y

En stjarna (*) markerar komplexkonjugering, dvs. z* = x — iy.
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e Heavisides stegfunktion betecknas med H(t) och definieras av

H(t):{o, t<0

1, t>0

e Kroneckers deltafunktion betecknas med 9;; och definieras av

aij:{’% J
0, i#]

e Det cylindriska koordinatsystemet (p, ¢, z) definieras

arccos

>0
:1:+y y=

2m — arccos

©
|

x2+y2 y<0

=z

Hér tillhor p € [0,00), ¢ € [0,27) och 2z € (—o0, 00).

e Det sfiriska koordinatsystemet (7,6, ¢) definieras

(

\

r = /113'2—|—y2—|—22

z

Vaz+y?+ 22

arccos ——
¢ = Vatty?
2T — arccos ——= y <0
/$2+y2

6 = arccos

y=>0

Hér tillhor r € [0, 00), 6 € [0, 7] och ¢ € [0, 27).
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Facit

1.1 En ellips med halvaxlar a och b lings é1- respektive és-axeln. Féltet &r hogerpo-
lariserat och E(t = 0) = é;a.

1.2 En ellips med halvaxlar /2acos/8 respektive v/2asinm/8. Den senare halvax-
eln lutar 45° mot positiva éj-axeln. Filtet dr hogerpolariserat och E(t = 0) =
a (él + éz/ﬁ)
1.4
A=z +1y
B = (& +£y) +i(—{x + 9)

dar £ &r ett godtyckligt reellt tal.

1.6
weo e(w) 2 —2Imkk-r
—V-<S{t)>=—+<1 — 1 Ey(k

<5()>= 452 {me(w) + [ 90 e | |Bofi, e
2.1 E(r,w) och H(r,w) &r noll for r > a.
2.2

pk‘2 eikr o . 1 i X X .
Ezzélm“ {[3r(z-r)—z] (W_k:r> +7x (2 xr)}
ikr 1
H-= —ikwpzw <z - kr) i x 2
Ipkw 9
=  ———---- 1 —_— .
<S(t)> 327T2T2€0r( (2-7)%)
_ [pPRw
127
2.3
W2 — w2
v > Cp 7 2(‘3% ~ 0.66¢q
3.1
F(r)=7x (K(r) x7)
dér

ol
K(r)= fz% cos K cosf | — cos K
27 sin” 0 2 2

0 Ar polvinkeln for 7 i sfiriska koordinater.

219
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3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

F(r)=7x (K(r) x7)
dar )
~ Tk
K(#) = ¢— 2 1 (kasin 6)
2a
med langvagsapproximation
- mk>n0sin @
Kr)=¢p—F—
(i) = "

dar slingans magnetiska moment m ar

m = Ira®

Fpofi) =7 x (K(7) x 7)
oy = 05 = 2ab
dar

K(#) = iiE0k2ab sin (%‘1 sin 0 cos qb) sin (% sin @ sin qﬁ)

ka : kb ; :
2 =t sin 6 cos ¢ % sin @ sin ¢

0 &r polvinkeln och ¢ azimutvinkeln for + i sfariska koordinater.

Fpo#) = 7 x (K(7) x 7)
O = 05 = 21a’
dér 7y (kasin)
K ~ . 2 2E 1 a Sin
(7) = ik"a"Eo kasin 0
@ &r polvinkeln for » i sfariska koordinater.
. ,kZQCLQ
Fgo(z) =1 B EQ

S” || = k3a36 -1 COSQ
€+ 2
SjL=51=0
8rktab e — 112
s = 3 e+ 2

0 #r vinkeln mellan k; och #.
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3.7

1
_ 13,3 -
S” H =k’a (COS(9 2>

SjL=51=0
1
S, =ka? <1— 2C089>
- _1()7Tk:4a6
3

0 ar vinkeln mellan IAcZ och 7.

3.8 " )
7 A _9ika ? ika
Ffo(_kz) = —76 2ik EO <]. - % (1 —€2k ))
3.11 13 )
_ 2k K°P a
Fro(2) = igkFe 2meg a2 + 4F2
3.12 13 )
2 i2kF ©°P a
Fyo(2) = igkPe 2meg a? + 4F?
4.2
do > ?
dQ(r — 4/€2 z_: 2l+1 tll—tgl)
4.3 Till lagsta ordning i ka:
3€
E —
1(r,w) €1+ 2¢
4.4
by = sz(k?b)Au — p1(kbji (kb)) By
D (kb) Ay, — py (kbR (kD)) By
by = — EJl(kb)Azz — e1(kbji (kb)) By
D (k) Agy — e1 (kbR (kb)) By
déar
perf jl(kla)
. / perf (1) / tll B _T
A.,-l = (klbjl(klb)) -+ t-rl (k‘lbhl (klb)) hl (k‘la)
By = ji(kib) + 20 (kyb) et — _ (k1aj('zlgk1a))’
(klahl (kla))’
5.1

k3
F(ry=rx(Egx7)(e—1)— 13 (sin kya — kpa cos kya)
b

A~

dar k:b = k(k: ) och kb ’kb|
5.2
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5.3

dvs. spridaren ir en sfar med radie a.

5.4

Az) = 5 (sign(da + z) +sign(d; — z)) =

7ra2 7ra2, —dg <z < d1
0, for ovrigt

dvs. spridaren &r en rak cirkulér cylinder med radie a orienterad med symmetriaxeln
langs z-axeln och med &ndytorna i z = —ds och z = dj.
5.5

f(K) = i {i — e [Ka+i]}

K 1
f(K)+ f"(—K) = —TGCOSK(L—FiSinKa



Sakregister

Abels ekvation, 180
Aktiva material, 25
tidsharmoniska félt, 25
Amperes (generaliserade) lag, 2
Associerade Legendrefunktioner, 199—
200
Azimutvinkel, 208

Besselfunktioner, 189-192
sfariska, 192-194

Born-approximationen, 171-173

Brytningsindex, 28

Cerenkovstralning, 52-58
energiutflode, 57-58
Cylindrisk vag, 56

Debyemodell, 22-24
Dielektricitetsfunktion, 20
vakuum, 215
Differentiellt spridningstvérsnitt, 82, 86,
146
Dipolmoment
elektriskt, 120
magnetiskt, 121
Direkt spridningsproblem, 169
Dispersion, 20
Dispersionsekvation, 28
Dualt index, 144
Dyad, 84
reflektionsdyad, 95

Elektrisk flodestéthet, 2

Elektrisk faltstyrka, 2

Elektrisk multipol, 144

Elektromagnetiskt frekvensspektrum, 12
radarband, 13

Enkel dyad, 217

223

Forlustfria material, 25
konstitutiva relationer, 25
Faradays induktionslag, 2
Fashastighet, 27
Fjarrfalt, 71-80
fjarrzon, 71
utstralningsvillkor, 77, 145
volymformulering, 72-74
ytformulering, 74-80
Fjarrfaltsamplitud
cylindrisk reflektorantenn, 102
dielektrisk sfiar, 156
flera lika spridare, 124
flera spridare, 123
fysikalisk-optik-approximation, 97
langvagsapproximation, 122
multipolutveckling, 146
perfekt ledande sfér, 148
volymformulering, 74
ytformulering, 80
Fjarrfaltsapproximation, 71
Fouriertransform, 11
Fysikalisk-optik-approximation, 97-106
invers spridning, 180-184
spridningstvarsnitt, 98

Gaugetransformation, 46

Gauss lag, 2

Geometrisk diffraktionsteori, 97

Geometrisk-optik-approximation, 107—
118

Glatt yta, 59

Greenfunktion, 48

Hankelfunktioner, 189-192
sfariska, 192-194
Hornreflektor, 110-113

Icke-stralande kallor, 51
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Infallande falt, 69
planvag, 81

Inkoherent superposition, 125

Integralframstéllning av félt, 59-65
allmént uttryck, 62
ytfaltsuttryck, 65

Inverst spridningsproblem, 169
axialsymmetri, 180
tvarsnittsarea, 184

[sotropt material, 19

Klotytfunktioner, 200-203
skalédra, 200-203
vektorvarda, 203-206

Koherensldngd, 29

Koherensmatris, 31
infallande f&lt, 85
spritt falt, 85

Koherenstid, 29

Koherent spridning, 124

Konstitutiva relationer, 3, 19-24
forlustfria material, 25
passiva material, 25
vatten, 23

Kortvagsapproximationer, 92-118
fysikalisk-optik, 97-106
geometrisk-optik, 107-118

Kvasi-monokromatiskt félt, 30

Langvagsapproximation, 118-122, 150—

153, 158-161
dielektrisk sféar, 158161
fjarrfaltsamplitud, 122
perfekt ledande sfar, 150-153
Laddningens kontinuitetsekvation, 2
tidsharmoniska falt, 14
Laddningskonservering, 2
Ledningsformaga, 20
Legendrepolynom, 195-196
Lobbredd, 99
Lorentz-kraft, 2
Lorentzmodell, 21-22
Lorenz bivillkor, 47
Lorenz gauge, 47

Magnetisering av material, 4, 19

inducerad, 4

permanent, 4
Magnetisk flodestéithet, 2
Magnetisk faltstyrka, 2
Magnetisk multipol, 144
Maxwells faltekvationer, 1, 2

plana vagor, 27

svaga losningar, 6

tidsharmoniska falt, 13
Mie-spridning, 137
Multipelspridning, 122
Multipolutveckling, 144

planvag, 144

Neumann faktor, 200
Neumannfunktioner, 189-192
sfariska, 192-194

Opolariserat falt, 33

Optiska teoremet, 87-91
volymformulering, 87-90
ytformulering, 90-91

Parabolreflektor
cylindrisk, 99-104, 113-116
parabol, 104-106, 116-118
Parsevals identitet, 58
Partialvagsutveckling, 144
planvag, 144
Passiva material, 25
konstitutiva relationer, 25
tidsharmoniska félt, 25
Permeabilitetsfunktion, 20
vakuum, 215
Permittivitetsfunktion, 20
Plana vagor, 2629
fas, 26
fashastighet, 27
homogena, 26
inhomogena, 26
reflektion, 96
vaglingd, 27
vagtal, 27
vagvektor, 27
Planvagsreflektion, 96
Planvagsutveckling, 144
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Plasmafrekvens, 21
Poincaré-sfiaren, 37
Polarisation av filt, 33-35
allmén polarisationsgrad, 34
fullstandigt polariserat falt, 34
naturlig, 33
opolariserat filt, 33
Polarisation av material, 4, 19
inducerad, 4
permanent, 4
Polarisationsellips, 15-19
cirkulérpolarisation, 18
hoégerpolarisation, 18
linjar polarisation, 18
vénsterpolarisation, 18
Polarisationsgrad, 33, 35, 36
dielektrisk sfar, 161
fullsténdigt polariserat falt, 34
opolariserat falt, 33, 87
perfekt ledande sfar, 152
Polarisator, 31, 36
Polvinkel, 208
Poyntings sats, 9, 15
tidsharmoniska falt, 15
Poyntings vektor, 9
Projektionssatsen, 177

Radarbandsfrekvenser, 13
Randvillkor, 7

ledare, 8
Rayleigh-spridning, 118

dielektrisk sfar, 158-161

perfekt ledande sfar, 150-153
Reciproka material, 85
Reflektionsdyad, 95
Relaxationsmodell, 22-24
Relaxationstid, 22

etanol, 24

vatten, 23
Resonanser, 128
Resonansmodell, 21-22
Retardationsplatta, 31, 36
Rytov-approximationen, 173-176

Stirisk vag, 49, 74
Stariska Besselfunktioner, 192-194

Stariska Hankelfunktioner, 192-194

Stéariska Neumannfunktioner, 192-194

Sfariska vektorvagor, 140-144
reguljéra, 140, 142
utatgaende, 140, 142

Skaldar potential, 46

Spridningsdyad, 84
flera spridare, 124
reciprocitet, 84

Spridningsmatris, 84
dielektrisk sfér, 157
perfekt ledande sfar, 149

Spridningsplan, 83

Spridningsproblem
direkt, 146, 169
inverst, 146, 169

Spridningstvérsnitt, 81-83
bistatic cross section, 82
dielektrisk sfar, 157-158
differentiellt, 82, 86, 146
flera lika spridare, 124
flera spridare, 124
perfekt ledande sfar, 149-150
slumpméssiga spridare, 125
totalt, 82, 146

totalt absorptionstvérsnitt, 83, 146

totalt tvérsnitt, 83, 146

utslackningstvarsnitt, 83
Spritt falt, 69
Stokes-parametrar, 35-37
Strukturfaktor, 125
Stromtathet, 2
Susceptibilitetsfunktion

elektrisk, 20

magnetisk, 20

T-matris, 146

TE-multipol, 144

Tidsharmoniska falt, 11-13
kvasi-monokromatiska, 30
villkor for reella falt, 11

Tidsmedelvarde, 14, 31

Tjebysjevpolynom, 196-198

TM-multipol, 144

Totalt absorptionstvérsnitt, 83



226 Sakregister

Totalt falt, 70

Totalt tvarsnitt, 83

Transversellt elektrisk multipol, 144
Transversellt magnetisk multipol, 144
Tvérsnittsarea, 98

Utslackningsparadoxen, 99
Utslackningstvéarsnitt, 83
Utstralningsvillkor, 77, 145

Vagimpedans, 63

vakuum, 215
Vaglangd, 27
Vagtal, 27
Vagvektor, 27
Vektorklotytfunktioner, 138, 203-206
Vektorpotential, 46

Ytladdningstéthet, 7
Ytstromtathet, 7

Overgangsmatris, 146
dielektrisk sfir, 156
perfekt ledande sfar, 148






Viktiga vektoridentiteter

(axe)x (bxe)=c((axb) e

(axb)-(exd)=(a-c)b-d)—(a-d)(b-c)
x (bxe)=bla-c)—c(a-b)

a-(bxe)=b-(cxa)=c-(axb)

—~ o~~~
=~ [N}
DO —

Integrationsformler

Stokes sats och till denna analoga satser

(1) //VXA -ndS = /A dr
(2) //nchpdS /(pdr
(3) é/nxv xAdS:C/drxA

Gauss sats (divergenssatsen) och till denna analoga satser

(1) // VAdv:/ A-7ds
o [ffeen ffoes
3) ///VxAdvf//nxAdS

Greens formler

(1) ///(wvch — V) dv = //(z/}Vw — V) -ndS
\4 S
2) /V//(q/)VQA — AV*))d

:/ (Vi) x (7 x A) — V(i A) — (% (V x A)) + 7 (V - A)) dS
S



Samband mellan basvektorer

Cylindriska koordinater (p, ¢, z) Sfiariska koordinater (7,0, ¢)

e
0= —
arccos 2+y y>0 arccos N
_ arccos ——= >0
2m arccos - +y2 y <0 b= Va2 } Y=
21 — arccos 0
=2z /w2+y2 Y <

%k

(r,0,¢) — (z,y,2)

= Zsinfcos¢ +ysinfsing + 2 cosb
0= xcosfcosp+ycoshsing — zsinb
¢=—xsing + Yy cos ¢

7,y,2) — (1,0,9)

T = bln9005¢+00059005¢ ¢sm¢
Y = 7sinfsin ¢ +000s051n¢+¢cos¢

zZ=1cosf —0sinf

P9, 2) — (r,y,2)

b= dcosorising=( du+iy)/VETP
¢=—Zsing+Ycosp = (—xy +9x)//22 + 92
z

xayaz) - (p7 ¢7Z>

T :f)cosgb—gi)sinqb
9= psing + pcoso
2

(

7/’797¢) - (p7¢7z)

i) sin @ + z cos 6
cost — zsin @

p:¢,2) — (1,0,9)

p= #sin 6 + 6 cos
p=09
z=r

cosf — @sind








